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Глава 1.

Понятіе объ интегралъ. Основные способы интегрированія.

$ 1. Понятіе объ интеграла.

1. Опред’вленіе. Неопред’вленнымъинтеграломъ функиіи {($) или
ея первообразной наз. такая фунгсш'я Е(т), производная которой
есть {(т). Эту новую Функцію обозначаютъ знёъкомъ

№:) от,

такъ что равенство [ {(вс) 01:13 = Е(т)

обозначаетъ, что
` Р'(ш)Е/(со)

›и‚ еды., конечно (№700) ЕГ(эс) 0135.

Функція {(т) наз. подъинтегральной, & произведеніе {(идёт
наз. подъинтегральнымъ выраженіемъ, такъ что можемъ еще ска-
зать, что производная интезрошаравна поддинтеърсмъной функ-
шіи, & дифферент'алъ интеграла равенъ подшнтеъралъномувы-

ражет'ю.

2. Такъ какъ производныя двухъ Функцій‚ отличающихся
постояннымъ слагаемымъ, одинаковы, то, очевидно, если

№) = [ №) от,



_2___
то и Е(т) + О, гдіз О—любое постоянное число, также будетъ
интеграломъ для {(…/д); такимъ образомъ,функціяитьвтъ нв одинъ
интеграла, @ безчисленное множество.

Теорема. Различные интегралы фунгщіи отличаются друеъ
отъ друга ишшъ постояннымд слагаемыма.

Дёйствительно, пусть

ЕшьэптМтифш№;П@ищ
т.-е. Р'(ш)Е;"(т) и Ф’(ш)Е;"(т);

№№1©@—гщцЕФ@—гмЬ#@—лщэш
и, сл'Ьд_.‚ Ф (33) — Е(аз)— число постоянное.

На основаніи этой теоремы, найдя одну изъ первообразныхъ
для {($)—напр., Реп), пишутъ, что

Пщ№=гщ+а 
при чемъ О наз. постоянной произвольной.

3. Во второй части этого курса будетъ доказано, что всякая
непрерывная функція имізетъ первообразную, т.-е. `им’ветъ интегралъ;
но при этомъ посл'Ьдній часто не можетъ быть выраженъ конеч-
ной совокупностъю проситйшиж аналитическишъдгъйствій, и
представляет?; нтсоторую новую фуницію, изучет'е свойства ко-
торой на основаніи свойствъ ея производной % составляете; одну
изъ шавнтьйшиж задача интегральнаго исчисленія вообще; Ц’ЁЛЬ же
неопред’вленнаго интегрированія—натожденіе для [ {(т) сіш конеч-
ныж выраженёй въ просттьйшиж функціяж (когда…, конечно,
такое выраженіе воЗможно).



$ 2. Основные способы ‘интегрпрованія.
4. Непосредственное интегрированіе. Самый простой слу-.чай интегрированія—когда, оно совершаетсянепосредственно на,

основаніи Формулъ дИФференціальнаго исчисленія; напр.,

  
изъ того, что (%")’=тс"_1

а:" _ ‚ 9и, еды., (3) = 513" 1,

п.—1 $"заключаемъ, что [% сігс: ? + О,

_ „ тп+1
_аслъд.‚ ]аз сіа;_п+1+0‚

отсюда, полагая еще и:—т‚ получаемъ:
_т _ а_т+1 62$ __ 1 у[% віш_—_т+1+0пли Й—_№+С'

Главн'ізйшіе случаи непосредственнаго интегрированія со—
браны въ нижеслёдующей таблиціз (которуюнеобходимо помнитъ      наизустъ):

[віш=ш+0.

[ш"сіт=;°'і:+0 при ”:!:—1.

Г%=_№+О прит=і=1.

Ё=__юі+0‚ [%:—%+С', и т. д.  [%:]т—п—СЗУ
да:

1 =Агсъзш+О=—Агссощш+0. т2+

[');—Ё: УЕ—п—О, [& =Агсзіпт+О=—Агссовш+01.27.1: 71—002 
да:̀ =Агсвес 33 + О: _Агссозест + О .[7ш2(а:2—1)

‹ 1. 
1$
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[ешсіаз=е°”+0‚ [атсіш=%;+0.   [зіпазоітз—созш—ЬО, Гооэшйт=зіпш+а
‹іш да:

[№_—со’с$т+0‚ [№_щт+а
[вестзтіш=$есш+0‚ [созестсо‘сдшЪ/с=—соэесаз+0. 

5. Во всъхъ другихъ случаяхъ интегралъ ищется помощью

одного изъ нижеизложенныхъ«основныхъ методовъ интегрированія»;

при этомъ часто полезна еще слідующая

Теорема. Постоянный множитель можно при интегриро-
ват'и выносить изъ-подъ знака интеършш или вносить жодъ нею.

Дёйствительно, положимъ, что а—число постоянное

и что ' _[Г(т)с№=17(ш)+0‚

такъ что РФФЕПЗЗ);

тема 061%) Е @" (60) = [аЩтЛ’м

& еды., [а/(Ш)0іаі: 0:17’(ш)+01.1: осідфМдд—п—С’.

6. 1. Интегрированіе завидной перемгізнной.

Пусть надо найти интегралъ ]: ].
(На:) 6100,

при №№ 60051” [<? (0031 кг' (06);

положимъ тогда ср
(00) = у

_и, стал., ср’ (90) №:@,

такъ что 6 (93) №0Е 1" (у) сіу,



 

 

_5_ и допустимъ, что [ {(у) сіу = Е(у) + О,

т.-е. Р’ (9) = №);
тогда, ]= [?[9 ($)] + С,

ибо {РРР ($)] $.; = №№]; = Р; (9) .у; = №) . 9,1, =
= № (сс)] № = 6 (а:).

Прим. 1. Полагая а: + а = у, откуда (1$ : ду, получаемъ:   
дт ‹іу_ 1

[(ш+а)т—'[`Й_—…н_1)упъ—1+С‚
да: 1‚".-е. [@=—№+Спритф1‚

и [
д‘,”

=_Г61_у=іу—|—С‚т.т.]`
да; :!(а:+а)+0.ш+а у 03+“

Прим. 2. Полагая 2:1:: у, находишь:

[ да:
_2_[

20150

—21`а2$—0[Ёу _
зіп2 гс соз2 а:

_
(2 зіп сс сов ас)2

_
він2 2$

_ “
віц2у

_
=—2соъ3у+О=—2соъ32ш+0.

 
Прим. 3. Полагая $3 а: = у, получаемъ: да:)‘ (1:1: __ да: _1 (008237 _1 сНза:_1 ‹1у_

_‘віпгш— 2зіпшсозт_Ё віпас __2—_[ 133$ —Ё[Ё—

=—Ё—1у+О=—Ё-И3ш+0=п/Ъ5_ш+а

Замізчаніе. ПримгЬняя способъ замёны перемізнной, весьма
часто можно не вводить Фактически новой буквы; но при этомъ
необходимо предварительно подготовить подъинтеъралъную
функцію такъ, чтобы, во-первыхъ, принимая мысленно Н'Ько-

торое сложное число за новый аргументь, можно было прим'Ь—
нить одну изъ Формулъ непосредственнаго интегрированін; &
во-вторыхъ, чтобы въ качествіз дИФференціальнагомножителя



_в_
подъ интеграломъ стоялъ не візи, & дифференціалъ помянутаго слож-
наго числа (принимаемдго мысленно за новую перемізнную). Прим. 1. [$іп(3т_4)дт=%[5іП(З$—4)‹і(Зю—4)=_°°5(3Ё_4)+С‚

(15:10 1"рим' 2' [(эт—2%:%(уэт—2)4= _5.З(б:с—2)3+С'

П им 3 [__—_1&_(—_1+С" ' ' (1—350)? в 1—32)2=з_‹——1_з:с)"'

Прим. 4. да: 1 623$
%Агссетч-0.14—9519: 8 1+(8а:)2=

да: 1 01:0 1 дос

"°"м'5'[№=21ГЁ—ёі—т—+2“ 14—05%)
_7—

іш—а
—

1_ 2
=—1—_АгсЪд <‘/1 «:>

+ 0.
7 21/14

[26100 _1_ ‹і’а: _
1/5502(2а:2_3)—1/15

1/302 (%шг— 1)

=1/Ё №0 : 1_ 30/2ті
%%тэ—ётЗ—ч “іИъ/ётпшётг—а

1 А (1/3 >
с:т ГСЗЭС ——$ + .4/15 3

7. П. Разложеніе на слагаемыя.

 
Прим. 6.     
Теорема. Интеърцлъ амебричвской суммы функцій развив

такой же суммгъ иж интеъраловд. Дёйствительно,

пусть_ _[Г(т)сіаз=Р(т)—і—О1‚ [ср(ш)сіт=Ф(т)—|—О„‚

[ш(аз)‹іт=0(т)+0
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т.-е. Р'(ас) 5 {($), Ф’ (33) Е

ср
(ш), &'(аз)Е 0) (т);

тогла Пт) ——
ср

(3?) + ‹» (56) Е д' (00) — Ф'(ш) + 9' (Ю) Е
5 [т)— Ф (ш) +шт];

& слч‘эд., [ [{(т)_
@

(аз) + … (и)] ещё
Еда,) —Ф(а3)+ (: (ш)+0=[г(т)ах—[<р(сд) ()т-ь]… (аэМаН-О’

Способъ приміненія этой теорёмы ясенъ самъ собой.

Прим. 1.

2адас
=]'[_1_ —1—:}‹іа:—‘[

61.2: _. да: __[т—2—а2 ш—а_ :с—я—а
_ т—а' вс—т—а—
  
_а  ас=!(т—а)—1(а:+а)+0=1 +0.ас+а

Прим. 2.

]"
дт _ віп2ш+сов2ссддаз—[Ш—віп2т0052т_ віп2шс052т 00$2ш+ зіп2сс:

він а: сов ::: зіп-‘дас—соз2$+ О ——_—=Ъ3т—сос$т+0= . _ .сов ‚1: 3111 а: эт я; соз «:
  +0:— 2 0059; 2т+0.

8. 111. Интегрированіепо частямъ.
Интегрируя равенство

01009) =1ооіа+асір
И СЧИТЁЪЯ ПОСТОЯННУЮ ПРОИЗВОЛЬНУЮ СКРЫТОЙ В'Ь ЗНдК'Ё ОДНОГО
ИЗЪ ИНТЭГРЁШОВЪ, ПОЛУЧЭВМЪ.

109=Ё<Ма+асіт=[рдаііайд
откуда [р&9=р9—]‘902р.............. (1); 

* это равенство носитъ названіе фор°мулы интегрированія по частямъ и
прим'Ьняется тогда, когда подъинтегральная Функція представ-
ляетъ произведеніе. Именно, пусть ищется ивтегралъ

1=Мт>яо<эс>сгщ
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положимъ {(т)=р и <р(т)сіш=сі9‚

откуда @]
= [ ср

(00) 0100 = Ф (53); 
тогда, прим'Ьняя (1), получаемъ:

1=ра—[аар=г‹ш>Ф‹т>—[Ф‹т>./”‹т›огш‚
и если е_; мы ум'Ьемъ найти, а, функція Ф(т) [’(т) проще, ч'Ьмъ

{(т) (реп), то задача сведена на болёе простую. Такъ какъ для

нахожденія @ надо проинтегрировать лишь частъ прдъинтеграль-
ной Функціи (именно, одинъ изъ ея множителей), то поэтому ме-

тодъ и носитъ назвавіе «интегрированія по частямъ»; дъйствіе

же отысканія е_] наз. «подведет'емъ множителя ’ср(ш) пода знать

дифферент'ала», ибо-произведеніе ср
(тат замізняется на 019.

Прим. 1.

ас віптаа: =} ос сі(— сови):ш(—совш)—_[(—сов:с)‹іас=“\..__1 " [___1 -

10014 р а

=—тсозт+_[созшдаз=—шсозт—ъ—віпан—О.

Прим. 2.
2 2 2

[тісссіт=[1тшіа:=[?:сёШ—=Ё—2т—_[ЗЁ—сит=1—4. : !..—1 2 2
(1

2
109 РЧ

2 2 2 2
__а: Иа:

1]' её:“ 1т__1_ & ::(: 1т_:1:_+0'
а: 2 2 2. 42 2

Прим. 3.

Жет віпшдш=уе$01(— созш): —е$созш+]созтетс1т=
=—е$созш+]е“’созт‹іш=—етсовш+іешоівіпас=: — ет созас—г—е‘с зіпа: —_[віпе“3да:;

перенося посл'Ьдній интегралъ въ л'Ьвую часть, д'Ьлая приведеніе и прибавляя

постоянную произвольнуюС’, получаешь:

- . зіпш—созш _

[етвшшдт=——0——е$+0. 



Глава 11.

Интегрированіе раціональныхъ алгебричеснихъ дробей.

$ 1. Разложеніе'раціоналъных'ьалгебричеснихъ дробей
на частныя.

9. Опредізленіе. Алъебрическая дробь
3—23

наз. раціональной,

если ея числитель и знаменатель представляютъ шьлые аме-
бричест'е многочлены; разсматривая дальше такія дроби, мы
всегда. будемъ предполагать ихъ несократимыми.

‘

Если степень числителя меньше степенизнаменателя,то дробь
наз. правильной, въ противномъ случа'Ь—неправильной. Когда
дробь—неправилъная, то, д'Ьля числитель на знаменатель и по—

щучивъ при этомъ въ остаткё многочленъ Щас), & въ частном'ъ—
многочленъ °;"(т) (показатель степени коего, очевидно, равенъ
разности межлу показателями степени числителя и знаменателя),
имёемъ, какъ извёстно, что

№Е№№+е<тъ
0 (ас)

Ф (т)’откуда, %: {($) +
при чемъ степень Щас) меньше степени фпс); такимъ образомъ,
изъ всякой неправилъной дроби можно «выдтълитъ (д‘ь'леніемъ) шъ-
лую частъ», при чемъ добавочная тэ ней дробь будетъ уже пра-
тшъною и, очевидно, несократимой, какъ и данная.
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10. Какъ мы вид'Ьли выше, можемъ сразу написать, чему

равны
[штат и [(жё—“;)…;

поэтому, съ цілью нахожденія [{(00) @, въ ноторомъ {(щ— ра—
ціональная дробь, покажемъ,что такую дробь всегда можно пред-

АдСТЁЪВИТЬ ПОДЪ ВИДОМЪ СУММЫ СЛЗГЁЮМЫХЪ ВИДд (1.5131. И (_)!с;.’Б —- СХ.

‘

такъ какъ совокупность членовъ ВИДа а.т 06разуетъ, очевидно,
въ разсматриваемой дроби ея шълую часть, которую МЫ уже
им'іземъ выдізлять, то разсмотримъ лишь разложеніе правилънойА. -

.дроби на, слагаемыя вида _“)А или, какъ говорятъ, разложение(7.(:р—
_

правильной амебтшеской дроби на частныя или прост‘вйшія дроби.

11. Допуская, что разложеніе возможно, мы прежде всего
заключаемъ, что знаменатель любой частной дробидолжена бытъ
дтьлителема знаменателя размещаемой дроби, такъ какъ послёд—
няя получается отъ сложенія всЪхъ частныхъ дробей, & оно,
какъ извізстно, Даетъ въ результат!; дробь, знаменатель которой
есть наименьшее кратное знаменателей слагаемыхъ дробей. Та-
кимъ образомъ, прежде всего мы встръчаемся съ вопросомъ о
разложеніи Ц'Ёлаго многочлена №00) на множители. Этотъ во-
просъ р'Ьшается въ Высшей Алгебръ, именно, въ Теоріи ур-ній, гдіз
доказывается, что всякій цълый многочленъ у-ой степени, напр.,
кит), можетъ быть представлеъіъ въ видъ произведевія:.

ф(т)ЕА(т—а)т(аз—в)".. . ‚(;и—юз ...... (2),

ПРИ ЧВМЪ, КОНЕЧНО, 912 + % + . . . . 8: \!,

  
& А—число постоянное и представляетъ,очевидно, коэффиціентъ
при и” въ мнбгочленіз Ит).

Равенство (2) показываетъ, что Маэ) обращается въ нуль
при св= о:, при'т = В,. . . ., при сс = 1, и только при этихъ зна—
ченіяхі, такъ что ос, В,. . . .7\ суть корни ур-нія ф(ш)=0; при
этомъ ос наз. т’кратнымъ корнемъ, В—и’кратнымъ и т. д.
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Такимъ образомъ, для разложенія знаменателя дроби %% на
множители, надо рішить ур-ніе ф(а:)=0; такъ какъ эта по-
слёдняя задача составляетъ предметъ Высшей Алгебры, то мы
дальше будемъ вообще предполагать, что знаменатель Ча(ш) за-
данъ ужё разложеннымъ на множители.

12. Лемма—теорема Безу. Остатока В отъ дгъленг'я шито
многочлена {(т) на т — ос равенъ значенію этои многочлена при
50:06.

Дійствительно, обозначая частное черезъ @, иміземъ

Н@ЕШЗЭ— ос)+ЪЗ;

так'ь какъ д'Ьлитель т—а—первой степени, то В—нулевой,
т.—е. представляетъ число постоянное и, еды., не мёняется при
измтёненіи ш; полагая поэтому аг=ос въ предыдущемъ равен-
стві, мы и получимъ: В = {(а).

СлЪдствіе. Чтобы шълый многочлена дгЪ/шлся на аэ—а, не-

обэсодимо % достаточно, чтобы 01 было его корнвмъ.

0 (:р) _ .

13. Теорема. Если№— несонратимая рационалъная

дробь, при чемъ ф1(т) ужё не содержитъ множителя 50—е: (& сл’вд.‚

Мос) :|: 0), то можно иза этой дроби выдтить частную или про-

стЪйшую дробь тва такими числителемд А, что добавочная
”1—1

дробь будетъ имттъ знаменателемъ лишь (я: — ос) ф] (аз).

Д'Ёйствительно, считая пока А—произвольнымъ, иміземъ: №:) __ А №) __ А = А +0(ш)—Аф1(т)_

‹ъ—щтфмт'Чт—щтЧЧт—щтфмт ш—щт"ш—щт ш—щтфмщ’

чтобы послідняя дробь приводилась къ дроби съ знаменателемъ

’""1ф1(ш)‚ цадо, чтобы она сократилась на 50—05, т.-е.
(а;) дёлился на :::—а; а но

чтобы А удо-

@—®
чтобы ея числитель 0(ш)-—Аф1

теорем'Ь Безу для этого необходимо и достаточно,
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влетворяло ур-нію

[6(т)——Аф1(а:)]ш=ш= 0 или 6(ос)—Аф(ос)= 0,

_ № .
откуда А _

ф…
.................. (3),

это значеніе для А не равно нулю, ибо, по условію, данная дробь
несократима и, еды., Щас) :!: 0; въ то же время оно вполн‘в опре-
дізленно и не равно оо, ибо ио условію %(ос) :|:0; сл'іздч теорема
доказана. '

Подставляя значеніе (3) числа А въ числитель 6(ш)—Аф1 (ас)

добавочной дроби, производя сокращеніе и обозначая новый
числитель черезъ 6,(аз)‚ получаемъ:

в (вс) _ А 61(а:)
_

(ас — «)т ф1‹ш›=‹ш— «)т + (ас — «›т—1и (вс)

14. Сл’вдствіе 1. Примізняя предыдущую теорему къ дроби
в№, получимъ, что

0103)
› _ 111 + 02 ($)

($ '— “)771—1 411 ($) _ ($ _ “)т—1 (50 — “)т—2 4110”),

и стал.,

е (т)
‹ш— «›тф1‹ос›=‹ш—«)т “" („ _ ос)т——1

2

‹т — („…—2 Ф1 (т);

& продолжая такъ разсуждать и далёе, найдемъ, наконецъ, что

6 (а:) А А1 А _ А _ (9 (а:)
_

(а: — „)т ф1 (ао) (ао — «)т +
‹:с — «)т—1"“”““ (а: 3 032

+ тт—«1
+

Ф1 (авг

при чемъ нтысоторыв изъ жоэффицівнтовъ А1, А2, . . . .А‚„_1 м0-
ъутъ, конечно, обращаться въ нуль, ибо нёкоторые изъ посл'Ьдо—
вательныхъ числителей 6100), 02 (а:), . . . . могутъ дълиться на,

первую или высшую степень двучлена ос— @.

'15. Сл’вдствіе 2. Полагая

ф1 (‘В) Е ((В_ В)" фз (Ю),



гд'Ь %(ш) ужё не содержитъ множителя (аз — В), подобно преды-
дущему найдемъ, что     

___‹_Ш$)_= В 31 В _ 9$)
(эс—В)пф2ш„_ш—Б)п+№+....+ш"_В1—|_.;(@)‚

& еды.,
ОСГ) = А

—|—
А1

\
Ат—1‘(т_°‘)т(а’_В)"ф2($)_(ш—ц)т („_а)т—1+в...+П—|—

‘В. В1__ ];„_1 @@(ш—а)п+(ш_а)п—1+.-..+1Ъ_В ф2(ш)’

продолжая же подобныя дівйствія Дальше и предполагая разла-
гаемую дробь правильной, получпмъ окончательно, что    (нат _ А А1 А _
(:с _ «)т (а: _ р)". . . .(т— А)$=(сс— и)… + (:с— о.)”‘_1+°"'+ шт— ос!

+
В В„_1

(т В)" (ас 6)"—1 +" +
а— в

+
+ .........................+

13 1:1 Ъ_„_1
+(ш—Ж)3+(т—)\)"—1 + “4—37—10 

При этомъ, какъ ясно изъ самаго хода разсужденій, подоб-
ное разложеніе—единственно, т.-е. величины числителей част-
ныж дробей `не зависятъ отъ способа иж опредтьленія.

16. Если дана была, неправильная дробь %%), то къ полу-

ченному выше разложенію надо еще прибавить цч‘злую часть

&(ш); при этомъ числители частн'ыхъ дробей можно опредізлять,

и не выд'Ьляя Ц'Ьлой части; въ самомъ дізліз, такъ какъ, напр.,

№0) ”=_і}; (№1490)+ 0 ($) = &(тЖт—Ютфжт) + 9 (т)‚‹

ТО ‹? <”) = 6 (01),

& еды., А= ф—Ц= %%

Мы дальше будемъ всегда предполагать Ц'Ьлую часть ужё
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выдёленною, ибо это, какъ было указано, достигается простымъ
д'Ьленіемъ.

17. Сліздствіе 3. Если мы положимъ

Мтгфмтмэс),
гдіз ф1(ас) и ф2(ос)—цізлые многочлены, не гдмтьющъ'еобшита мно-
жителей, то, соединяя въ найденномъ выше разложеніп члены,
знаменатели коихъ суть д'Ёлители многочлена, ф1(ш)‚ въ одинъ, &

всі: остальные—въ другой, И обозначая ихъ числители черезъ
ш1(ш) и %(ш), заключаемъ что,

если ф1(т) и %(аз) суть взаимнопростые шълые мноъочлены,

то всегда, можно найти два тетива; друштъ шьлытъ многочлена
ш1(а:) % (99015), что

Ит) Ш1 (Ф)
{02

($)

ф1 (а:) фз (33)
  

при ЧЗМБ такое разложенів тоже ЕДИНСТВЕННО.

Опредгвленіе числителей частныхъ дробей.

18. Самый общій пріемъ нахожденія этихъ числителей есть.

способъ неопред’вленныхъ коэ'ффиціентовъ; для его прим‘вненія мы
пишемъ разложеніе съ буквеныыми числителями, зат'Ьмъ умно-
жаемъ его на знаменатель Мао) данной дроби и, сдізлавъ приве-
деніе въ полученномъ такимъ образомъ равенствё:

.

@@): Аф1(а:) +А1(т —— 03) 4,11 (а:) +А2(а$ —— ос)2ф1(а;)+
+ Ат_—1 ($ _— а)т—1 411 ($) +

+ В (сс —— а)…ф2 (;и) + В1.(9с — 01)… (т —— @) % ($) + . . . .

+ В… (% — а)"; (т —
{”О"—1 %(90) +

-+— . .............. . . . . ..............+
+ Ь(аз—о‹)”"(аз —- В)". . . .(аз——)\)°+

+1}1(сс—о:)т(а;—В)"… ..(ш—Ж)+...
+1}8_1(ш — о:)“(сс— В)" . . . ‚(до _))8—1,
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приравниваемъ коэффиціенты при одинаковыхъ степеняхъ т’а
въ лёвой и правой частяхъ равенства. Такъ какъ число неиз-
В'ЁСТНЫХЪ равно, ОЧЭВИДНО,

т+п+…..+з=у‚
показатель-же степени послёднихъ членовъ каждой строчки пра-
вой части, &, значить, и всей этой части равенъ у—1, такъ что
число членовъ въ ней равно », то, значитъ, число неизв'Ьстныхъ

равно числу получаемыхъ такимъ образомъ условныхъ линей-
нътэъ ур-ній. При этомъ, зная ужё, что' разложеніе возможно
всегда и притомъ единственнымъ образомъ, можемъ ёъ ргіогі

\быть увёренными, что эти » ур-ній будутъ совм'Ьстны и раз-
ЛИЧНЫ.

Прим. !. Для разложенія дроби
.

‹ __2565+:с4—3:1:9+2ш—1

д'Ёлимъ числитель на. знаменатель $3 — 8:02 + 31: — 1:
— 832+ 2а:— 1 ш3—3х2+3т—1 2:1:5+ 34

—— 21:5 + 64124 — 6ш3 + 2:13? 2332 + 7:0 + 15

7ш4— 63:3— ш2+ 2:10— 1

—7ш4+21ш3—21т2+ 7:1:

1бш3—2232+ 933— 1

— 15333+ 45.132 — 45$+ 15

23ш2—36т+14
23т2—36т+14: 2 "' _Сийм, {(т)_2:с +ксс+15 :— ($_ 1)3

Затізмъ полагаемъ

23ш2—86ш+14_ А + А1 +442(.и—ЦЗ —(т—1)3 (;и—1)2 т—1
и умножаемъ на, (а: — 1)3‚ что даетъ: ,

2Зт2—Збсс+14ЕА+А1(ш—1)+А2 (ос—1)2:А2ш2+(А1—2А2)ж+А—А1+А2‚
откуда 42:23, А1 — 2А2=—86‚ А—А1+А2=14

‚42:23, А1=10‚ А=1‚
1 10

'
23

{(т)—=—2сс2+7эс+1б+(ш_1)3+‹$_1)2+т_1.

и, слід,

'1‘8К’Ь ЧТО



_:сб -— 8344—233—Згс+5_ 
(гс — 1)8 (а; +2)2 Е- ($3—8т2+8а;— 1) (ш2-п—450 +4)Е 505+ ш4—5т3—ш9+8а:— 4

$6 —3а:4+2а:8 ——За:+5 ш5+ш4—5а:3—т2+8:с—4 
_а;6—:с5+5а:4+ $3—8ш3+4ос а: —1 

—а:5+2а:4+8:с3—8т2+ :с+б
+т5+ :с‘і—бшз— ш2+83с—4

3ш4—2а33—9ш2+9ш+1

8$4—2гс3—932+9т+1_
(аг— 1)8 (.1:—-—2)2 ’ {($)Еш—1+

3т4—2ш3—9ас?+9а7+1_ А
.

А1 А2 В 131
(ш—1)3(:1:+2)9 (:с—1)3+(т—1)2+ш—1+(т+2)2+ш—2;

3064—24133— 9$2+9ш + 1 = А (а: +2)2+А1(а:—1)(а:+2)9+А2(ас— 1)2 (га +2)2+
+В (:с—1)3—я—В1(:::—1)з (а:+2)=(А2 ш2+А1 ас—2А2т+А—А1+А2)(ш2+4а:+4)+

+(В1а:+В+2В1)(а:3—Зт2+3щ—1)=: А2 $4 + 4112 3:3 + 4:12 ас2 + 4А1 гс + 4А

+В1 + А1 + 4111 — 81512
— 4А1

—— 2:12 — 8.42 + 4А + 4А2

—3В1 + А
‹

— 4А1 — В
+ В — А1 + 4,512 — 2В1

+ 231 + А2 + 131.
 +331 +313

 

_вв1
 Слід,

А2 +31 : 8, 2А2+А1_ В1+В= —2‚ _- 3А2+ ЗА1+А_ 3В1— ЗВ: _ 9,

—4А2+4А+бВ1+ЗВ=9, 4А2—4А1+4А—2В1—В=1,  _ 6 _ 13 17 11 64
откуда А—'2—7‚ А1—_Й› А2=й› В=`_Й7 В1=2_і1
тчкъ что

і(т)5:с—1 2 13 17 11 64
+9(ш—1)3_27(ш—1)2+27(а:—1)—27(:с+2)2+27(ю+2)'  
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19. Способъ д’вленія. Онъ даетъ средство опредідлить числи-

тели частвыхъ дробей, отвъчающихъ какому-либо одному мно—

жителю знаменателя —— напр., (аг — ос)т‚ независимо отъ осталь-
ныхъ, и основанъ на слъдующихъ соображеніяхъ.

(№)
(«’с — оФт Ф; («'Ф’

содержитъ множителя аэ—ос; условимся этотъ множитель ф1(а;)

для сокращенія р'Ьчи называть, по отношенію къ (:о—` «)т,
«остальной частью знаменателя», И ПОЛОЖИМЪ

Пусть имёемъ дробь въ которой ф1(аэ) ужё не

№) А А А‚_ и›()
(„№13=„_……+…_а;…_1+…..+——„„т_;+д%„д; 

полагая зд'Ьсь а: — 0: = 2 и, еды., «: = ос + я, получаемъ
0(ас+г) _ А А1 Ат—1 ш(‹х+г)

гтф1(ос+г)_№+гт—1+""+ г ф1(°д+г)‚ 
умноженіе же на ет даетъ

т—1 2тш(ос+г)=А+А,2+А222+....+Ат_1г +————-0(ос+г)
№0145?)4110144)

ЭТО равенство ПОКЗЗЫВЁЪВТЪ, ЧТО МНОГОЧЛЗНЪ

А+А12+А2г*+. . . .+Ат_1гт_1
есть частное отъ дЪленія 6(о: +2) на ф1(сх+г) при условіи, что

д'ізлимое и д’Ьлитель расположены по возрастающимъ степенямъ
г’а, и что дъленіе доводится до полученія остатка, содержащаго
‚эт общимъ множителемъ. Такимъ образомъ, получаемъ слічдую-

щее правило: для нахождения «по способу дтьленія» читателей
частныт дробей, отвуьчающиж множителю (т—ос)т знамена-

теля разлагаемой дроби, надо положить ш—ос=г, подставитъ

отсюда значеніе :с’а (т.-е. 0: + ‚г) за числителъ разлагаемой

дроби % въ «остальную часть» ея знаменателя %, развернут; шва

по возрастающимъ степенямъ г ’‚а произвести дгълет'е, доводя

610 до получет'я въ остаттъ лишь чланова т—ой % высшитъ сте-

пенеи; ноэффиціенты частнаго и будутъ посл’вдовательнымиисномыми

числителями. При этомъ, такъ какъ члены, содержащіе г въ т-ой
И В'Ь ВЫСШИХЪ СТЗПСНЯХ'Ъ, НЗ ВЛіЯЮТЪ, очевидно, НЭ, КОЭФФИ-

2
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ціентіл А, А,‚. . . .Ат_1 помянутаго частнаго, то, какъ при
разворачивании 6(оъ+г) и ф1(ос+г)‚ тать % при совершвніи
самшо дгълет'я можно тат'е члены отбрасыватъ.

Згс4 — 9323 — 9$2+ 9313 + 1
Прим. Разложить дробь 7“ (аг) 5

(а: _ 1)3 (до + 2)2
 НЗ. ЧЦОТНЫЯ.

Полагая а:— 1 : ‚г или ас = 1 +2, иміземъ

6(:1:) =1+9 (1+2) —9 (1 +г)9——2 (1+г)3+3 (1+г)4 =1+ 9+92 —— 9 — 182+
—Ог2—2—6г—6г2—.. ..+3+12г+ 183+. . . .=2—32+322+. . . .;

(ш+2)2=(і+г+2)2=(8+г)2=9+6г+г2; 2— Зг+Зг2 +.... 9+бг+22
4 2 2 13 17_ __ __ 2 ___ _ 22 32 92 9 272—3727

132+2—5г2—і—
3 9

132+Ё22+
8 9

%22+
17__ 2_32

2 13 17Силы., 14:5, А1=—55‚ 2:5-
Полагая даліет+2=г,т.-е.ас=—2+г‚получаемъ

6(а:)=1+9(—2+г)——9(—2+‚г)2—2(—2+г)3+3(—2+г)4=
=1—-18+92—36+362+....+16—24‚г+....+48—96г+..…
=11—7бг+..…;

(т—1)3:(——2+г—1)3=(—З+г)3:——27+27г+……;
11——752+‚... —27+27г+....

—11+11г 11 64

—64г+.... —2—7 552

+642—....‚

такъчто . В=—Ё—_Ё, В1=Ё—Ё-
'



 Значитъ

8ш4—2ш3—9а32+9а:+1_ 2 13 - 17
‹:с—1)3(а:+2)2 _9(ш—1)3—-27(аг—1)2+27($—1)

11 64
`

————‚_+—21(а:+2)2 27(:1:+2)’

что согласно съ результатомъприм'Ьра2-го въ № 18.

20. Въ частныхъ случаяхъ нахожденіе чирлителей 3013111.

или нікоторыхъ простЁйшихъ дробей можетъ быть упрощено.

1. Предположимъ, что ос—корень т’ой кратности много-
члена физ), такъ что ф(ш)Е (ас — аъ)… 4/1 (аз), гд'Бужё ф1(о:)=|: 0.

Тогда 4/1 (93):=
(($—(%))…

и, сл'Ьд.‚ по правилу Лопиталя:

ф1<а)_—[„„„___—(32%1…—— [”Т—_____ЁЗ——ЁЁ°—а)‚…]_…   __[ ФМК00) _ 4:0”)(00
т((`.т—1)т—2).…82.1]т=а— т! ’

.А. _ ' 6 (01)

а потому _ т. М…)… . ........... (4),

точно такъ же В №)
‹

_— ” № ................ (5),

и т. д.

Въ частномъ случай, когда корень ос—одиночный,получаемъ

просто А—_ д (и)
№;

& если вт корни — одинцчные, то имёемъ

№ - №) 'в …Щас) _,.______.
+’Ф (В)(т—Б)+ @@@—Ж)(:о—ос) (00—13) 400—й) =)Ф’(°‹ (40—м)

Формулы (4), (5) и т. и. для опредіэлевія старшит числи-

телей А, В, . . . . разложенія выгодно примгЬнять, конечно, лишь
2*
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тогда, когда знаменатель разлагаемой дроби заданъ подъ видомъ _

многочлена; если же онъ заданъ подъ видомъ произведены

(аг — ос)т(:с— В)". . . .(ш— Ж)’,

то удобнізе способъ д’Ьленія.

21. П. Если знаменатель представляетз лишъ степень
т _

одного множителя, напр., равенъ (:::—ос) ‚ то, полагая :с—ос_г
и, ели., аг = ос + #, иміемъ

Ща!) __ 6(ос+г)__ А А1 Ат—1(ш—а)т'—_гт=7т+;…—_1-+-….+———2

откуда 6(а+г)=.=—А+А12+А222+. . ‚ ‚+Ат__1 ‚;…—1;

такимъ образомъ ва этомз случаи; числители частныж дробвй
суть коэффиш'енты въ разложении читателя данной дроби по
возрастающимъ степенямз г ИЛИ а: — ОС.

_ 23а32 — 3641:+ 14
Прим. %(Ю):—(Ю_—1)З—'

Полагая сс —- 1 : г и, слізд.‚ эс: 1 + 2, иміземъ

2За32—36ан—14Е 14 — 36 (1 +г)+28 (1+г)2=14—36 —862+23+46‚г+2822=: 1 + 1024—2322;

1 10 23
% . =сл д’ {($)—(т—1)3+(а:—1)2+а:—1‚

что согласно съ прим'Ьромъ 1-мъ въ № 18-мъ.

22. 111. Если Н*Ькоторыя изъ ур-ній, получаемыхъ при при-
мЪненіи способа неопред‘вленныхъ коэффиціентовъ, черезчуръ
сложны, то одно изъ нихъ можно зам'Ьнить ур-ніемъ, выводимымъ
ТЗКЪЗ ПОМНОЖИМЪ равенство №: А

.

АПЪ—і. В Вп_1ф(т)—($—Ц)1п+. . . '+СС—Р—а+—($—В)'Ъ+' . . .+Г_В+. . . .

1 138—1
‹ш—№+' ""$—ж
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на, .’Б И СТЗНС'МЪ увеличивать % ДО 00; тогда. ПОЛУЧИМЪ! Пред. {ш

0 (а:)

"’ (т) }:п....оо
: Ат—1 + Вп—1 + ' ' ' ' + [.;—1;

при этомъ, если степень @@) лишь на единицу меньше степени
3:6 а: . .фев), то Пред. { ф (%)} решена отношению коэффишентовз стар-

шшсъ чланова за №) % фас), ва противномъ же случаи; этотъ _

предпэ/гз= 0; въ самомъ №№,
сер [Р+Ё+. . .

7]!
т )

 
Пред.Щ :Пред_ _— :{9$9—Р91а'29 1+....‚т_.-.Сю

"$9 [@+%_Р..П;”`тпию
‘ Р+Ё1+..…=П _ __“’_____

а, это равно нулю при 9 >10, и равно
%—

при _(1 =10.
Можно также получать ур-нія, связывающія искомые числи-

тели простЁйшихъ дробей, давая въ тожествіз, выражающемъ
разложеніе, числу 50 то или другое частное значвт'е (которое, ко-
нечно, не должно равняться ни одному изъ корней знаменателя).

Прим. Разложить нэ. частныя дроби дробь

Лада 52:54—
4ш4— 7ш3 +2ш2+ш—

3_
:с —3ш5+6:с3—3:с9—3а:+2

Знаменательея равенъ (а; — 1)3 (Ю—і— 1)2 (а; — 2) ;

5ш5+4т4=—7т3+2ш2+т—З _  ‚поэтому “тгбб—3т5+6а33—8ш2—3а:+2=
_ А' + А1+А2+ В +В1+0_=(а:——1)8 (:::—1)2 :::—1 (:с+1)2_а:+1 :::—2

Приэтомъ

А_ щас)

} _і__і.в={_°Ш__} =_4____і_._ (а:+1)2(а:—-2) $=1——4_ 2’ (т—1)3(а:—2) $=_1 24 6’
_ № ;&

0—{‹„_1›з‹ш+1›е}т=„ э

Затёмъ, умножая написанное разложеніе на со и увеличивая «: до 00, по-
'

лучаемъ 5: А2 + 31 + 0;
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полагая въ этомъ же разложеніи :с=0‚ иміземъ 3 С

—Ё:_А+А1—А2Ч_В_‘_В1—Ё’
а полагая ас: —— 2, получаемъ:

87_ А А1 А2 0_
« —П›ё——27+?——з-+В—Ві—Е—
значитъ

130 З * О 68
А2+В1=5—С:—Т‚ А1_А2+В1=_З+А—В+Ё:Ё

А1 А2 _ 37 А С_468_13“ Т_ЁТ_В1_—№+Й_В+Ё—№—Ё°Г
ИЛИ 9112 + ЭВ] : -— 130, 9А1 _ 9А2 + 931 : 68, А1 _ 31.42 _— 9В1 : 39,

25 113 23
отсюда А1:—Ё, А2:——8'—‚ В1:_7Ё;

_ 1 25 113 1““Ы" 7%):—щас—1)З“4‹а„-—1)2—8(ас—1)+6(эс+1)2+
28 “175

_72(т+1)+9щ—2)'

Случай мнимыхъ корней,

23. До сихъ поръ МЫ не д'іэлали никакого различія между
вещественными и мнимыми корнями знаменателя Маз) разлагае-
мой Дроби. Положимъ теперь, что всі; ноэффиціенты числителя и

знаменателя дроби—вещественны, но въ чис/т корней знамена-
теля есть мнимые, и покажемъ, какъ надо изм'ізнить видъ раз—
ложенія дроби на, частпыя, чтобы не вводить мнимости. При этомъ

предварительно вспомнимъсл'іздуюшую теоремувысшейАлгебры:
Если шьлый амебричестій многочлена фас) сз вещественными

коэффиш'ентами имгъетъ мнимый іс-кратный кореньр + 96, то
имтетъ и сопряженный са иослюднимъ корень р — 973, там тома
той же кратности.

'

Сліздствіе. Если вещественный многочлена Маз) имгъетъ мни-
мый іс-кратный кореш; ;) + @, то полагая

№=ф2—2рш+р2+92‚

_

'мшщ.

„…;
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имгъемъ, что Маз)Е №“ 4:1 (а:),

иди, ф, (а;) — тоже шь/гый вещественный многочлена.

Въ самомъ №№, такъ какъ

[т— (р +_ ф)] [т—(р —9г')] = [(% —р)—9ъ'] [(Щ—р)+9і]:
=<т—р>2+ф=№‚

то ф<т>г[т—‹р+агзл’*[т—(р—ае'>1"ф1<т>=

=‹[а›—<р+аъ'№—<р(Чт];№): №№),

гд'Ь ф1(сс)-—Н'Ькоторый цЁлый многочленъ; и такъ какъ онъ есть
частное отъ діленія двухъ вещественытъ мвогочленовъ Мод) и
А7", то онъ самъ веществененъ.

24. Теорема. Изв всякой вещественной несонратимой рат'о-
_ еси)

нальнои дроби ::' № ф1($)

ужё не содержит; множителя №, можно всеъда выдгълить та-
д 6 АЮ—і—В …

кую ВЕЩЭСТВЕННУЮ частную РО ?) ?, СЪ ЛИНВИНЫМЪ числите-

 ‚ ъдгь №=$2—2рш+р2+92‚ @ ф1(ш)

лемъ, что добавочная дробь будетъ имттъ знаменателемъ лишь
]‘_№ ‘ ф1(аг) и будетъ тоже вещественна.

Дізйствительно иміэемъ:

№) =Аас+В+ 6(:с) _Аш+В=А;с+В+0(я:)——(Аа:+В)ф1(:с)_
ш*фмтГ №“ Маш) № _ № №“Ф1(т) ' ’

и чтобы посл’іздняя дробь приводилась къ дроби со знаменате-
лемъ П"_1ф1(аз)‚ ея числитель долженъ дізлиться безъ остатка
на №, т. е. долженъ, между прочимъ, имч‘ьть корень р+9і;
еды., А и В долженъ удовлетворять равенству

0(р+аі)—[А(10+9і)+В]ф1(Р+аі)=0‚
_ 6(Р+аі) -

которое даетъ А(р+9і)+В_№_=М+№э‚
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г.№ М и № вещественныячисла, опредгъ/генныя и конечныя, ибо
по условію 4:1 (19—1—9234: О, изъ послйдняго равенства,получаемъ:

Ар+В=М‚ А9=№
Ыи, стал., А=Ё’ В=М—Ар,

пРи чемъ эти значенія опредгъленны, конечны (ибо 94:0) и

вещественны. При такихъ величинахъ коэффиціентовъА и Вчи-
слитель ()(:1;)—(161а;+15’)ф1(а:) раздЁлится, на основаніи № 28-го,
на №; обозначая частное черезъ 01(т)‚ и будемъ имЁть'

6(:1:) __Ат+В 6, (:с)

Мише): № —№—1 фит)

при чемъ многочленъ 61(т)——навЪриоевещественный, ибо пред‹
ставляетъ частное отъ д'Ёлеиія двухъ вещественныхъже много-
членовъ: (№0) — (Ат+В)ф1(сс) и №.

Исходя изъ посліздняго равенства, и разсуждая, какъ въ
№ 14—мъ, заключаемъ, .что если знаменатель дроби имізетъ

іс-кратный множитель № съ мнимыми корнями р + 973 и р—аі,
то дробь можно разложить на частныя слёдующимъ образомъ:

003) ЕРЮЧ-О Р1$+91+____+Р/с—1$+@іс—1+°1(т)
№№ (аз) №“ „;;—1 ' № Фит)

гд'Ь вс'Ё коэффиціенты веществеНны.

25. Такимъ образомъ, если знаменательит) вещественной

раціональной алгебрической дроби имёетъ, какъ вещественные,
такъ и мнимые корни— напр., если

Мга) ;(:с — «)т (а: — В)"..„(ш2—2рт+р9+92)" (ш2—2тт+т2+з”)”….‚

то разложеніе ея на частвыя дроби съ вещественными коэффи-
ціентами будетъ им'Ьть сліздующій видъ:



 

 ФСБ)= А А1 А —1
——@)_Г(сс)+ (03 а)… (ш_ щт—1

+ . . .+ 0071“ +
В В1 В„_1+($_Б)п+($_ып_1+. +$_5+

+ ........ . .................. +
Ра: + @ Р1 ас + 01 +

№ _ эрас +102 + 92)“ („„2 — 2рсс +102 + 99)"—1

Р/‹_1 % + {)#—1 + . $2 — 2рсс+р2+92

Вгс + $ 31 $ + 81
(а:2 — 21% + 7-2 + 32)" ($3 — 21% + 1-2 + $2)’Ъ_1

+ + ["];—1 $ + ‘За—1
ш2—2тш+12+82

ч— ............... . . ........... . . ,

гді; {(т) — цізлая часть этой дроби.

26. Что касается нахожденія числителей этого разложенін,
то, во—первыхъ, сюда прпмёнимъ, конечно, способъ неопрёд‘в-
ленныхъ коэффиціентовъ, при чемъ изъ всего вышеизложен-
наго сл'Ьдуетъ, что получаемыя при этомъ ур-нія будутъ сов-
м'ізстны и различны; Во-вторыхъ, можно получать ур—нія, свя-
зывающія коэффиціенты числителей, давая числу ас различныя
частныя значенія. И въ—третьпхъ, каждая серія коеффиціен-
товъ, относящихся къ одному и тому Же вещественному корню,
можетъ быть получена, по «способу дгьлвнія». Кром'Ь того, въ
частномъ случай, коГда

Мас) Е(а;2 — 2101: +1)” + 919)" Е А7"

и, ели.,

_=№=№+№+_ _ __ _+Р]‘_'1ш+@]С—1‚
ф ($) №1:

_
№1: Ы/с—1 №
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мы, умножая это равенство на №№, получаемъ:

6($)Е(Раз+ @)+{(Р1аз+ @) +(Р2ш + @д)№—+-. ..
+ (Рд_1 $ + 621… ) АТН; №,

откуда заключаемъ, что Ра: + @ есть остатокъ отъ дёленія Щас)
на №, &

№13; + @1)+(Р2т+@2)№+. . . ‚+ (РНш +@„_1)№’°—2}

есть частное отъ этого дёленія; точно такъ же Р1а3+ @ есть,
очевидно, остатокъ отъ д'Ьленія этого частнаго на № ; и т. д.

п 1 г‹ )— ”32 “1рим. . .’Б =№°
Иміземъ

ш4+ш2+15ш4+2ш2+1_т95(а32+1)2—ас25(сс2+1+Ес)(ш9+1—а:);
3:2—1 _ Ряэ—і—О Вх—п—Б

ш4+т2+1_а:2+гс+1 ш2—ш—г—1
  . . (ос).поэтому

1-й способъ— Неопредгъленныаэъкоэффищ'ентовъ.

т2—1Е(Р$+@)(аз2—т+1)+(Вас—н5’)(т9+а:+1)=Р ш3+9 шЗ—е ш+@;
+В —'Р +Р +8

+8 +8
+В +В

с.п'Ьд., Р+В=0‚ @—Р+8+В=1, —@+Р+Б+В=О‚ @+л5’= —1‚
1 1откуда Р=_1› 02—3’321’82—3’

902—1 _ ——2а:——1 2ш—1 такъ ЧТО  $4+а32+1=2(ш2+а:+1) 2(:1с2—ас+1).

2-й способъ— частныя положенъ'я.

При 3: =0 имЪемъ изъ (ос): —— 1 : 42+ 8;
при «:: :Ы имЪемъ:

—2 = —щ +
Н_С'ЪБЩ Р—` Оі — В —1— &; 



ОЛ'ЁД.‚ Р—В=—2.—@+8:О;
@ умножая (ос) на. а: и увеличивая$ до 00, получаемъ еще

0 :Р+ В;
отсюда найдемъ т'Ь же значенія для Р, @, В и Б.

Прим. 2.

7(‚@)Е:л:5—4‹ас4+а:3—2-3.702+2сс—1 Рш+ @ Р1ад+ 01 Р2ш+@2.(т2+:с+ 1)3 ($2+т+1)3 (:л:2+:с+1)2 ш2+а2+1

1 -й способъ —— жопредтьленнъюсъкоэффиціентовъ.

$5— 4т4+ш3—3т2+2ш—1ЕРаэ+@+(Р1а:+@1)(ас2+ас +1)+(Р2а:+ %) (32+ос+ 1)2=

=Р2335+ 92 904+ Р1 183+ 91 002+ Р :с+@;
+2Р2 +202 + Р1 + 91 +91

+ 3172 + 3 (22 + Р1 + 92

+ 2132 + 292

—і— Р?

Слід,
Р2=1‚@2+2Р2=—4, Р1+202+8Р2=1, 91+Р1+392+2Р2=—3,

Р+91+Р1+292+Р2=2› 9+91+92=—1‚
откуда Р2=1‚ @2=——6‚ Р1=10‚ 91:3, Р=О, 0:2.

2-й способъ — дэълет'емъ.        
  

$5—4т4+ т3—8ш2+2:с—1 т2+ ш + 1

_д;5_ $4— $3 _ ш3—5ш2+ баг—З ш2+а>+1
—5а:4 —8т2+2ас—1 _асз— 002— ас БТ

534+5ш3+5т2 —6а:2+ 490—53

5т3+2ш2+2т—1 6ш2+ 6:с+6
_бшз—5т2—5ш 1Оэс+3

+3009—3ш—1
8$Ё+Зш+8

&.

Слід,

т5—4т4+ шВ—'За;2+2ас —1 _ 2
' 10ш+ З а: — 6   (а:?+:с+1)3 =(ш2+а;+1)3+(ш2+аз+1)2 т2+а>+1'
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Прим. З.

„т)=2а;8—55с7+4т5—3ш3+7х9—7=А $1 112+ В 1_ $3(ш—1)9(ш2+1)3 —гс3+а:2+_; (:в—1)2+5с—1+
Р$+О Р1$+01 Р2$+92(ш2+1)3+ ($2+1)2 + $2+1

1—й способъ —— отдмыше опредэьленіечитателей А и В.

6(0+г)=——7+7г2+....
(т—1)2(т2+1)35(— 1+г)2(1+22)3=(1—2г+22)(1+832+....)—   =1—2г+22+3г2+....=1—2г+429+....

—7+ 752-ъ....| 1— 2г+422
7—14<г‚'+28.г2 '—7—14г+722; слід, А: ——7, А1=—14, А2=7.

——14г+8522+....
142 — 28г2+. . . .

722+....

Даліэе:

т=1+г; 6(а:)= —7+7(1+32—3(1+г)3+4(1+г)5—5(1+г)7+2(1+г)8=
=—7+7+14г+....—8—92—....+4+2Ог+....—5—852—....
+2+165+….'.=—2+6‚г+…..

ш3(а:2+1)3=(1+г)3(1+1+2г+. . . .)3=(1+Зг+. . . .) [(8+24г+.. . .)] : 
   =8+24г+24г+.….=8+485+_....

—2+ 65—м... 8+482+....
2 12: 1 9 1 9—+— _ТЧ—Ёг’ СЛ’ЁД.‚В—————4—,В1=—4—183+....
—182+....

Поэтому

А А1 А;; В В1 _4(—7—14т+7а;2)(002—2т+1)+-(9т—10)а:8_Ъ+Ё+Ё+(ш—1)2+ш—1— 4т3(а:—1)2 , _
_ 28.1‚4— 56273— 28:1:2— 56т3+ 112$2+ 56т+28т2—56:1: — 28 +9гс4— 10:1;3 __

'
4008 (а: — 1)2 _

_ 37:1:4 —— 122.1;3+ 1123:2 — 28
__

40:8 (а: — 1)? ’
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— Рш+0 Р а;+@ Р т+0 37 4— 122 3 112 2—“8С ’Ь ' 1 1 2 2_ _ а: $ + {В ..'“
д’(а:—‘д+1)3_'—(с::2+1)2 ш2+1 _Г(:с)

4303(ат:—1)2
 

8:1:8 — 20127+ 16.135 — 12т3+ 28.132— 28 — 87:1:10 +122аз9 —112а:8+28:в6+— 1113:8 + 366.1:7 — 386ш6+84т4—111ш5+366ш5—336:1:4+84а:2——37:84+_ + 122.703— 112ш2+28_
4ас8(а:— 1)2(:с2+1)3 _

_ ——87гс10 +122а:9 — 2151108+ 84657 — 419ш6 + 382.15 ——289т4+ 110.71:8 __
4:1:3 (т — 1)2 ($2+ 1)3 _

_ —— 87507+ 12231:6 — 215ш5+346904 — 419.708 + 882%2 — 289ш+ 110 __
4 (а: — 1)2 (аг?+ 1)3 _

_ —- 37505+ 48.734 — 82333+ 134%2 — 69$+ 110       
  4 (ас? + 1)3

гЦеперь д'Ьлаемъ д'Ьленіе:

—-87„'с5+48:с4——82а:3+134ш2—69ш—ъ—110 а:2+ 1

37а:5 +З7ш3 —37а:3+48а32—45:с+86 т2+ 1

48ш4—4533+134ш2—69ш+110 87333 +37ас —З7а:+48
—48т4 — 48002 485с2— 8т+86

—45а:3+ 86т2—69ан—110 —48:с2 —48
45.133 +45$ ‚ — 8т+88

86ш2—24а:+110
—— 86:1:2 —— 86

—24:с+ 24

 

Значитъ окончательно : 2ш8— 5т7+4ш5—3ш3+7гс2—3__ 7 14+ 7 1 9 _ш8(а:—1)%(:с2+1)3 _
$3 ас? сс 4(т—1)2+ 4(а:—1)—

—6а:+6 —4ш+19 —37а:+48
\

(002+1)3 +2(а:2+1)2+ 4(сс2+1).

2-й способъ— неопредтьленпышъ коэффиціентовъ.

2:08 — 5:1:7 +`4т5 —- Зтз + 7$? — 7Е(А+А1ас+А2 вс?) (:с2 -— 2:1:+1)(а:6+
+3ш4+8т2+1)+(В +В1а3—В1)($9+За:7+8ш5+ас3)+(Рас+{)+
+ 131 т3+ 91 т2+Р1_а:+91+Р2ш5+ 92 т4+2Р2ш3+2 (22 т2+Р2 ас+622) ($5 +
›— 2ш4+ш3)=А2+ В1+Р2) ш1О+ (—2А2+А1+В—31+ @2— 2Р2)ас9+

+(4А2 — 2А1 + А + 3131+ Р1 +2Р2 — 292 + 132) $8 +(—6А2+4А1—211+
+зв— 331+ 91+292—2Р1—4Р2—с—92)т7-+{6А2—6А1+4А+ЗВ1+
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+Р+Р1+Р2——291—4@2+Р1+2Р2)$6+(—6А2+6А1—-6А+ЗВ+
— 3В1+ @ч— @1 + {22 — 2Р— 2Р1 — 2Р2+91+2@2)а:5+(4А2—6А1+6А+

+В1—29—291——292+Р+Р1+Р2)ш4+(—2А2+4А1—6А+В—В1+
+О+91+92)ш3+(А2——2А1+4А)т2+(А1—2А)Ю+А;
_значитъ, А=——7‚ 141—211 =ПО; 112—2111 —|—4А=7,

'

—2А2+4А1—6А+В—В1—|—9+91+*@2:—3,

4А2—6А1—і—6А—і—В1—29—291—2@2+Р+Р1+Р2:О‚
—6А2+6А1—6А+8В—ЗВ1+9+291+3@2—2Р—2Р1—2Р2=4,

6:12—6А1+4А+3В1+Р+2Р1+3Р2—2@1—4@2=О‚
_вА2+4А1—2А+зв—зв1+91+392—2Р1—4Р`2=—5,

4А2—2А1+А+8В1+Р1+3Р2—2@2:2,
.

—2А2+А1+В—В1+@2——2Р2=0,А2+В1+Р2=0
или А=—7,А1=—14‚А2=7‚
В—В1—п—е—і—(21—і—92225, В1—29—291—2@2+Р+Р1+Р2——70‘

83—8314—@+2@1+З@2—2Р—2Р1—2Р2=88,

831+Р+2Р1+3Р2—2@1——4@2:—9з'‚ зв—зв1+91+392—2Р1—4Р2ыэ;
8В1+Р1+8Р2—2Р2=—47‚В—В1+@2—2Р2=28‚В1+Р2=—7‚

откуда Аі—7,А1=—14‚А2=7,В=—%‚В1=%‚ '

19 37Р=_6› 9:67Р12—‘2791=Ё7Р2:_Ё7 920212-

5 2. Интегриро`ваніе раціональныхъ Дробей.

27. Такъ какъ «интеграла суммы развив суммп; интегра—
лова слащемышъ», & на, основаніи № 25—го всякая радіовальная`
дробь можетъ быть представлена, въ вид’в суммы вещественныж
е_лагаемыхъ_трехъ слёдующихъ видовъ: __

А Ргс—ъ— @
(т — ог)" ($9 — 2103:+102+ 92)“ „„
 Аш)“,



,...-"‚
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при чемъ мы ужёізнаемъ, что  [АССА—

0193=%?+ О,

Айа: А Айас
[(од—ос)": _(іс—1)(ш_а)/с—1+0 при (“4:1 И [Д =А((ш—ос)+0‚ 
то, (шёл., для того, чтобы проинтегрировать всякую раціональ—
ную алгебрическую дробь осгается найти лишь выражепіе для

Аш +В
(аж2+ да: + с)"[ Рш+9

(ш2_2рт+р2+а2›дсіт или‚обшнее‚для [
въ которомъ вет коэффиціенты вещественны, корни же трет—
члена въ знаменателю мнимы.

ей?]
 28. Теорема. Интеграла (№6190, еа которомъ ()(50) %

<р(т)——шьлые многочлены, изъ коихъ второй не имізетъ нратныхъ

__[(”(())]‚с—праеилъная, равенъ суммть правильной же
Ф т '

амебричеекой дроби, имтьющей знаменетелемъ (іс— 1)’ую ете-
пенъ многочлена сред), % интеера/щ отъ правильной же алгебры—
чеекой дроби, штющей знаменателемдпервую степенъ тот же
мноючлена.

корней, @ дробъ

Дг’вйствительно, такъ какъ многочлёнъ @@) не имёетъ крат—
ныхъ корней, то ‹р (т) и <р'(а;)—вза‚имно простые, & ели.,
(см. № 17) можемъ навёрное найти два такихъ цълыхъ много—
члена адсл) и %(т), что

' 0017) =Ш1($) №.; ‹р (за) №): ‹р (ас) ‹р'‹т›’

Откуда (№:) Е ‹»1 (т) . ‹Р' (633) + % (т) . ср
(90);

.

6(а:)а-/‚ Ю1( Ф($) 4402013$)Ф(т)поэтом —— _ ———)——_сіт:у
(«> (а:1“( [‹р ‹а:1’°

ш1($)-Ф„ее) Ш2(:Б) _ _;=[——Г°Р(т1’°№+[[Ф($)]"—1Сіш—(ю‘ (%)-СЦ (70—1)[Ф(э:)]“"1}+
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(02 (00) __ 001 ($)

“ГД? (…и—1
№"

(:о—1) [‹р‹т›]’г—1
+ ] ‹гс—п Маслд—‘і

ш' (и)

_ __№+]Щ ‚„
(70 _ 1) [Ф “”П”—1 [Ф (@]/"`1 ’

10,1 (37) юз (3?)Ч [шт)]‘с—і 
  0017) __ 411010) 91 (90)

т. е.
[Еф (а:)]’°

0150 __
___—шт)]*_1 + [ [———Ф($)] ‚610190, ....... (1)

гдіз положено ф1(аз)—:— _— ;5001) и 61(сс) ЕЁ‚1_(°?+ %(т); при

этомъ 0613 дроби въ правой части— навёрное правильныя, ибо

іс— 1 > 1, степени же многочленовъ („;(ш) и %(ш) ниже
‚сте—

пени Щаз).

Если іс—1 > 1, то подобнымъже образомъ будемъ имізть что

61 (т) фе (т) 02 (а;)__ т:
"` [<Р(—’Б)]/°_1 [‹р(а;)]/с—2

+ [ [(ищу—2 (‚($) (іЩ_ ф1(т) + фэи“)
_|_у

620$)
и 4; ., _ —— ‚"… д [ [„„„/‹ [@@/Ы [фел’г—й [ищут

продолжая такъ, если надо, далёе и соединяя всі; члены правой
части, не содержащіе знака интеграла, въ одинъ, и получимъ

равенство:
асс,  [вес) '_ №) {М_ш)

[ [Ф №Я"
ат _

[Ф (т)]К—1 +} Ф (гс)

выражающеедоказываемую теорему.

29. Сл’вдствіе. Если дробь ж—правильная и

ф(ш)-:_——(т—ос)т(ш-—В)“. . . .(ат3+?›гс+с)"(есс9+{аэ+у)”. . . .,

при чемъ числа ос, В,. . . . вещественны, & корни трехчленовъ
ааэЗ—ъ- 650 + в, вт2 + Гас + у,. . . . мнимы, то на основаніи

№ 25-го имЪемъ:



_33_   6 (д?) _ Ао А1 А2 Ат—1($)=($С—_ц)т+($—<Х)т—1 (ш_ц)т_2+. . ‚ .+П+
0 п—1(:с—Б)“+(:с Ы„_1+ ... +50—В++ .......................................+

.А. $0+В0 А1 $+В1 + + .А/‚_1$+В]‘__1(ж2+Ьа:+с)"` (ж2+дш+с)’і—1 . . . . аш2+Ьш+с
.Еоід—і—РО Е1$+Г1 + + Е]1__1$+Ё]Ъ__1

ет2+іш+ )" есс2+ а:+ ’1—1 . . ° “0 +Г$+99 9+ .........................................;

соединяя въ этомъ разложеніи всі; члены каЖдой строчки—въ
\ одинъ, получаемъ:  ___) _ Й (37)

7:2 (30)
91 ($)

02 (00)
Ф (“’) _ ($ '— “)т +(дд—“_.—В)" +

(аа:2 + Ъа: + (:)"
+

(гас2 + Га: +9)"

и,слёд.‚
е—(Ё)сіас_)$—”——[

Г1Ё№сіт+уМ”)„(%+Ит) ($—

+[—+ 2+1`№с№+ш(аш2+1Ь(а:)+ с)’*° (е32+7`а:+ 9)” .

при чемъ вс'Ь подъинтегральныя дроби—правильны.
Но на основаніи теоремы предъилущаго № иміемъ:

_Г_(ас) Е(т) (т)1 аш_1++_[$_—цсіт‚ [<$2——_№)„№;(№_;)„_1+[Г_ВаВ  (ш—ос)——т (аз—ос)т_1

61 (гс) аш _ ш1 ж) мые
". (аш2+Ьа:+с)/‘

_
(аог2+Ъа:+с)/с—1

+ [ аш2+1хс+саш’

"‘
02 (а:) дт : („2 (ас) +

.Ё’ш—і—Р дж....(ессЯ-і—іаз—і—у)" (еш2+]°а:+у)’°—1 е“: "*#—"Я
е_(т) _ 1716$“) 172013)&, СЛ’ЬДЧ ф—'($) Сіт—№+@

+ (”1 ($) + (02 (90) + (аа:2+ 17.1: + с)/»`—1 (еа:2 + Га: + у)"—1

         Ат+В (і
]“

Есс—і—Р` ` т+.…аш2+ьсс+с еш2+іш+уа ’

`при чемъ вс'Ь дроби въ правой чаёти—правильныя.
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Соединяя теперь всё члены первой строчки послёдняго ра—

венства—въ одинъ, окончательно получаемъ:    "` 6(ас)‹іэс _
($ _ “)т (.’13— В)" . . .(ааз2+ ЪСВ—і—(‚УС (еш2+7"т+у)д__ _ _

_

_ (”(т)_
(а: — „)т—1 (ас —— Б)”—1. . . . (ат? + Ъа: + с)/і—1 („2 + {дд + 9)/ъ—1

.А В Ат—ъ—В Еш—ъ—Г _

+]\$_цсіас+[-$_@
да; +....+[ а_—_т2+Ьш+сдш+ е_ш2+1”т+у

01:17 +,...‚ 
такъ что, еды., интеералъ отъ правильной раш'оналъной аме-

брической дроби равенъ правильной же раш'он. дроби, знамена-

тель коей состоитъ изъ тшсъ же множителей, какъ и знамена-

телъ подъинтеърмънойдроби, но въ степеняж на единицу низшихъ,

сложенной съ добавочными интета/шми отъ правильныхъ же

раш'он. дробей, импэющшсъ знаменателямм жомянутые мнджи—

тели въ Первыхъ степеняхъ.

Эта теорема и даетъ правило интегрированія любой пра-
вильной раш'он. амвбрической дроби, при чемъ- коэфиціенты
читателей ватта дробей правой части послтьдняго равенства
найдемъ «по способу неопредтеннытъкоэфишіентовъ», предвари-

тельно продифференцировавъэто равенство; если же интегрируемая
дробь—не щпавилъная, то надо предварительно выдтьлитъ изъ

нея шьлую частъ (интегралъ ея найти уміземъ), & съ оставшейся

правильной дробью поступить, какъ указано.

Прим. 1. 1_."8т4—2щ3—9т2+9т+1дш_Аю2+Вт+Б [Еси [Рат'_ (ас——1)3(а:+2)2 _(ж—1)2(а:+2) :::—1 ш+2

Дифференцированіеэтого равенства даетъ:

Зш4—2ос3—9т2+9т+1__
(а: — 1)3(:с + 2)2
 

(т—1)2(:с+2)[2Аа:—|—В]—(Ат9+Ва:+1))[2(эс—1)(:с+2)—;—(а:—1)2]
(ш— 1‚)4(ас+2)9

+

 

.п..

&›‹х
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Е Р (ш2+ш—2)(2Аа:+В)—(Ащ9+Ва:+'В)(8а7+8)++ + =

-:::—1 ш+2 ($—1)3(сс+2)2
Е

_!
Г

_+_— — ——
э: — 1 и: + 2 ’

освобождаясь отёзнаменателя, получаемъ:

8004 — 23:3 — 93:9 + 900 + 1 : (ш9+а:——2)(2Аа:+В) — (А$2+Ва:+1))(3ш+3)+
+Е(ш—1)2(ш+2)2+Ё(ш—1)3(:с+2)=

 

=Е $4+2А $3+2А ш2—4А ш—ЗВ;
+.? —8А + В + В —31)

+2Е —8В ——8В +4Е
—ЗБ' —ЗА —ЗВ —2Ё
+2Е —8Е ——4Е

+817 — Р
_бР +6Е

отсюда Е+ Е=3 Е+ Р‘: 3;
—.А+2Е— Ё=—2

—А—2В—3Е—8Ё=—9 2В+5Е+2Р= 7

_4А—2В—ЗВ—4Е+5Р=0 —2В—3В—12Е+9Е=17
- —2В—3Б+4Е—2Г=1 —_—2В—31)+ 4Е—2Е: 1 

  2В+ 5Е+ 2Р=7 2В+8Е= 1

16Е—11Г=—16 27Е=17;

17 4 64 7 8
15—й? В——З’ Г—й’ В__Б’ 4—3

8.7:2—4413—7 17 64П, СЛ'ЬДЧ 1—№+2—-71($—1)+Й2(27+2)+О.

Прим. 2.
‘

_ 5ш6—8ш9+8 ш_Ат8+Ва;2+Ва:+Е+ Еда: 6:1:+Н2_
(ас—1)3(а:2+1)2 _

(ш—1)2(ш2+1) :::—1 т2+1 „С°

Зак



Дифференцированіедаетъ:

__36__
536—8ш2+8 _

(:с— ])3 („*1:2+1)2
_

(:с—1)4(332+1)2

Р 6т+Н+ —++:
:::—1 ш2+1

_ (ш3—$2+аз—1)(8А:с2+2Ва:+Б)— (Ат3+Вас2+Вт+Е) (4032—2а:+2)_
. (ш—1)3 (:129+1)2

и, слід. ( по освобожденіиотъ знаменателя):

5ш6—3ш2ч—8=(т3—а;2+ш—1)(8Ат2+2Ва:+В)+
—(Аа:3+Ба:9+Бт+Е)(4ш2—2ш+2)+17’(а:—1)2(ш2+1)9—1—(0а:+Н)(:с—1)3(т2+1)=

=Р т6+3А шБ—ЗА т4+3А асЗ—ЗА т2—2В
+ 0 — 411 + 2В — 21? + 23 + В

— 2111 — 43 + 1) — 1) + 2117

— 36% + 211 — 41) — 4Е' — 21)

+ Я + ЗР + 2В + 2Б —— 217'

+ 46 — 211 — 2В — 6-

— ЗН _ 45” + ЗР + ЗН -

—— 46 + ЗСт'

+ 411 — 4Н

откуда: г+а= 5

— А—ЗЁ—З@+ Н: 0 А+ Р+ Н=15
_А—2В+817'+4Ст"—3Н= О А+2В+ Р+ЗН=2О

А—ЗВ—4Ё—46+4Н= О ‘ А—31?+4Н=20 ‘

—3А+В—4Е+ЗЁ+36—4Н: — 8

—2В—Б+2Е—2Ё— 6+3Н=
—- Б—2Е'+ Г— Н:

—З13+ 17+5Н=
— 13+.4Е+317+7Н=
— 13+2Еі— Г+7Н=
_ В—2Е+ г— Н;

О

8

85

63

40

8    

 

  

ЗА— В+4Е+4Н=18
—2.В— 13+2Е— Р+3Н= 5

—- Б—2Е+ Ё— Н: 8

—8Б+ Ё+5Н=35

—8Б+5Ъ’+5Н=79
— ‚В+ Е+8Н=24

+Р+
:с—1

 

(:с—1)2 (т2+1)(ЗАш9+2Всс+В)—— (Аш3+Вт2+В:с+Е) [2 («:—1) (а:?+1)+2ш(.и—Юг] +

6$+Н
т9+1

:с—В
—2Е
+17
_В,

2В+2Ё+4Н=85
—31)+ Г+5Ц=85

—1)+4Е+ЗЁ+7Н=6З

—2В—1)+2Е— Е+8Н= 5

—Э—2Е+ Ё— Н: 8
 

 

4Е=44

217+4Н=375

_

__“!
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15 7 1 117:11, Е:";Ч В=—'Е`› Е=Ё’ В=—1,А=—Ё, 6=—6

6:с+Ё
ислъ і_—ш3—4т2—7т+2+11]‘і+і 4‹1:1:—’ д`" — 4(а:—1)9(а:2+1)' :::—1 „;2+1 _

—$3_4$2_7$+2 15=_— — _ 2 _ _4(:с—1)2(д;2_‚_1) ""Ни” 1) 31670 +1)+4Агсщш+0

30. Чтобы закончить вопросъ объ интегрированіи раціо-
нальной алгебр. дроби, намъ остается еще найти

[
Агс+В

сіага$2+Ьт—|—с ’

въ которомъ корни знаменателя дроби—мнимы, т.-е. Ьвё4ас<0. 
Оъ этой цч‘злью покажемъ, что такой трехчленъ всегда можно

привести къ виду 52 + 1, при чемъ, для краткости, положимъ

69—4ас=—Ь° 
и будемъ ]: называть „числомъ, уназывающимъ мнимость корней“.

Лемма. Чтобы трешчленъ ‚2-ой степени: асс? + 1991;+ 0 тов-
образовать въ друзой, не имтющій члена 1-ой степени, надо его

производную приравнять произведеніюновой перемгьнной на про—
изволъный коэффиціентъ.

\, ,
Дёиствительно, полагая (ааа2+ 630 + с)$ = №2,

№ -—Ът.-е. 262% + 6 = №3, им'Ёемъ а; =
_ 22“
 ?

4412 сс? + 4аЪа: + 4:10 __а потому %* + 650 + с:+4“—_
_ (2аа: + Ъ)2 —— 192 + 4610 _ №2 г2 + (4ас —— №)

4а 4а
 

Сл‘вдствіе. Чтобы третленъ аш? + 690 + с, имтьющг'й мнимые
корни, привести из виду ММЗ + 1), надо ею %роизводную при—
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равнять произведен’ію новой перемтнной на число, указывающее
мнимостъ корней; дізйствительно, полагая

62—4ас=—№ и (аэс2+Ъаз+с)_;—=—7т‚ 
т.-е. считая въ предыдущемъ равенствъ 19:73, получаемъ

2

аш2+Ъш+СЕЁ—(гй+1).
&   

Аш+В31. Ділая такую подстановку въ интеграла“) № с!:с и

имён въ виду, что ур-ніе
26156 + !) = 722

даетъ а: _
——2—а—‚ откуда еще 50 __ % г, получаемъ.

!гг —— Ъ

[ Аан-В
@ _ А

261
+В

_уА___лг+(2Ва—АЬ)Сі __
аш2+0ш+с 71.2 201—й 22+1 'г—

— (г2 + 1)
40

__ АУ
газ

ЁВи—АЬ]`
аг __ &!

2гсіг 2Ва—АЪ сіг_ 22+1 а!! 22+1м2а 22+1 ад [22+1_
__ А „ 2Ва— Аь ___2—(1!(г + 1) +ТАгссзг+ О_—

А 2 ь

2—1…“2(‹Ът2-+-Ъ50+с)]+————13Агсгсгё
аш+ _—О= _А 2 ЗВа—АЬ . 2ат+Ъ_2—61!(аш+6ш+с)+—ш;—Агс’с3 " +01,

14146!ГД'Ь 01 —— % 772
+ О.

Ат + ВТакимъ 06разомъ, для натождвнія [ 2——- еі’аз, въ кото-
аа: + Ьас+с

рома корни знаменателя подъинтеъралъной дроби мнимы, надо

производную знаменателя приравнять произведенію новой пе-
ремттой на число, указывающее эту мнимоетъ, !! затгъмъ раз-
бить интеграла на сумму двушъ друшж.
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Прим. 1. Найти 1' = "
(450 _ 5) (130

$9+2сс+2.

Зд'Ьсь Ъ9—4ас=22—4.2=+4;
Полагая поэтому (ас2 + га: + 2); = 25,

имъемъ: 2ш+2=2г или ш+1=г;
слід, ш2+2т+2=(а:+1)2+1=22+1 и да::оіг, 21(22+1)—9Агой; .г—і-О:і— ‘(42—9)‹1‚г_[

4г(іг _ Мг __апотому _! 22+1 _ 22+1 [22+1_
=21(т2+2ш+2)—9Агсг3(ш+1)+0.

„ - 4т5—3ш4+6ш3—2ш2—›—$+7
Прим. 2. Наити 1_[ (2х2+ 43; + 3)3 дас. 
Зд'Ьсь ь2—4ас=42—4.2.з=—8<0;`

поэтому да: = 
у4т5—Зас4+6эз3—2а:2+ас+7(2:132+ 4ас+3)3

_Аш3+Вас2+1Эас+Е+ Еш+Н_ (2сс2+4эс+3)2 2ш2+4т+3 (1:13;

дифференцированіе этого равенства, даетъ:

4ш5—8гс4+6ш3—‘2:с9+т+7__
(2ш2+4ш+3)3 _ 

(2ш2+4сс+3)(ЗАаг2+2Всс+1Э)—(Аа:3+Вт9+Ба:+Е)2 (4:1:+ 4) ЕЩ+Н
(2ш2+4т+3)3 + 232+4ш+3

ислізд.‚
4:05—Зш4+`6т3—2ш2+ш+7=(2т2+4аз+3)(3Аас2+2Вш+В)+

—(Аас3+Ва:2+Вт+Е)(8т+8)+(Еас+Н)(2т2+4ас+ЗР:
=4Ёш5+ 4Е ш4+16Н $3+28Н т2+24Н 00—5—5311;

+161” +281? +241? + 91?' +3Б
+ бА +12А + ЭА + ВВ ——8Е

-— ЗА + 419 + 8В
'

+ 4Б
—— 8В + 2В — 8Е

—8А —8В —8Б
  —8В

 



_.40__ 
    отсюда 41”: 4 Г: 1`

4Н+16Р—2А=—3 4Н—2А=—19 4Н—2А=—19
16Н+28Ё+4А—4В= ‹; 16Н+4А—4В=—22 8Н+2А—2В=—
28Н+24Р+9А—6В=—2 28Н+9А—бВ=—26 28Н+9А—6В=—26

24Н+9Р+6В—41)—8Е= 1 24Н+6В—4Б—8Е=—8 15Н+6В—7Б=—
9Н+з1›—8Е= 7 9Н+3В—8Е= 7

12н_ 219 = _ зо
,

92Н— 12р:_ 223 925— 121) = _ 223
3219= _ 301;15Н+вв _ 71) = — 15 51Н— @ = — 105

Н=—%; 1)=—
1—ёёз,В=—%ЁБ;А=—2Ё92Ё; Е=—1—(8)(2)—9; г=1

. 29823 +1826т2+ 17132+ 1009 322 _ 301“* еды., 1 = "
32 (222 + 42 + 3)2 +321`—[222 + 42 + 3 ‘“

Для наХОЖДенія послЪдняго интеграла полагаемъ (2ш2+4т+3)_‚‚’‚: У8.2‚
т.-е. 4а: + 4: 1/8_..г;

72—тогда ас+1=Тг,
1/22ш2+4$+3=2(:с2+2а:+1)+1=2(а:+1)9+1=г2+1, да::Тдг, '— 161/2`. —333 1/2 ‹1

асл'Ьд.,]`232т—`ЕЮ1-дш='Г—Ті_т——сіг=16]`2221+$2+4а7+8

Агссз г + О: 333 1/2 42 3331/72—.____ _ — 2 _
2 22+1_82(г +1)

2

88321/2
т+1Агс0135 1/2 +0.: 82(2:с2+ 4:13+ 8)—   

да:.

‘- 7_ 5 42_2Прим.3. Найти і:[003“ + ”‘
:109(:1:—‘2+2ас—і—2)2

Прежде всего выд'Ьляемъ Ц'Ьлую часть:
$7 '— 8005 + 42:2 — 2 $6 + 4005 + 8:04 + 82:3 + 4:1:2 

_ас7—4ас6— 82:5— 8:134— 4ш3 :::—4 
—4т6—11ш5+ 8.2:4— 423+ 4002—2

4506+ 16:05 + 82234+ 82003 + 16.902 
52:5+ 24234+ 28:133+ 20:1:2 — 2



слід, і: [ (а: — 4) да: +!

53:5 + 241% + 2833+ 20.22 — 2

__ 41 _
5т5 + 24:04+ 28.1:3 + 20:1:2 — 2

:::2(:132+2а:+2)2
(1$ : 

2

%—4ш+]‚
Ат2+Ваз+Бда: :++ гд'Ъ д= ! ш2((932+2э:+2)2

Едас
:»

:с(а;2 +2а:+2)

+.!“
Рш+Н

$2+2ш+2
дифференцируя посл'Ьднее равенство И ОСВОбОЭКДаЯСЬ ОТЪ знаменателя,ПОЛУ-чаемъ:

5:135 + 24.1;4+ 28$З+ 20%2 — 2 : ($3 + 2$? + 2417) (211$+ В) +
— (Аш2+В:с+Б) (Зас9+4:с+2)+ Ел: (502+2а:+2)2+ (Ра:+Н) а:? (ш2+2а:+2):

   

 

=]? т5+ Н т4+2Н ссЗ+2Н $2+2В т—2В,
+Е +2Е +217 +213 —‹і1)

+2А + В +411 —2В
—3.А +411 —3В +4Е'
+413 —ЗВ —4В

—4А —2А
+8Е' +8Е

откуда Р+Е= 5 Ю_1
Н+2Р+4Е——А=24 Е=1

2Н+2Ё+8Е—2В=28 {*`—4.

2Н+ВЕ—3В—2В+2А=2О Н—А=12
4Е—4В: О 2Н—2В=12

—2р=—2 2Н—2В+2А=15 4=%, Н=%; В=Ё‚

Поэтому ]=_—__._3$2+15ж+°+
[‘;/{52+1(]`8__(ш+1))+19 да: :2.2:(302+2:с+2) 2 ш+12+1

_ 3ш2+15ш+2
_2а:(а:2+2ао+2

32. Интегралъ

)+1а:+21(:02+2ш+2)+%9Агс1:3(:с+1)+

_
(№2+_—Ь——а:+с)т

0.

Авг + В „дж,

въ которомъ корни трехчлена ж2+ Ъш+ (: мнимы, удобн'Ье всего искать по
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вышеуказанному правилу — написавъ, что Ат+В
ас—

6(:с)

."
А0т+В0 (1:17,(аа:2 + Ьа: + с)?” _

(аш:2+ да: + с)т_1 аш? + Ъж + с

гдіз 6 (а:) — цЬлый многочлень, степень коего ниже 2 (т — 1)’ой; но можно
такой интегралъ ]т найти и непосредственно, приведя предварительно трех—членъ аш2+ 6:13 + с къ виду 22 + 1. Именно,

полагая (шп2 + Ъа: + с);: ім, т.-е. 2аа: + Ъ: 722,

№: — Ь % №. = :_ 2 = _ 2иміземъ. а:
2а

, (100
2“ дв, аш + Ьос+ с 4а(г + 1)

] _
' А М 1) + В

_
- 211 7:И, СЛ'ЬД.‚ 17”: №т`% 612:

(_) (22 _|_. 1)?"
40;

&
<4а>т—1‘[

2032 26113 —— АЕ)

(4а>т_1
аг

(
__ __+_— _. __ '
№ 32 + 1)… от № 22+ 1 ’

такимъ образомъ нахожденіе интеграла ]… приволитсякъ нахожденію инте-
градовъ:

гсіг 
ДЛЯ перваго ИЗЪ НИХЪ ПОЛУЧЯВМЪ непосредственно, ЧТО

Н _ где _і 22112

%[Ёі(г_2_+)1)_т—[(29+1)т_2((1—22_‚_1)т_2 39+1т
1=_№+0 при т=#1-. . . . .(в) 

_ гсіг _ &(29+1)_ 1 2

‹

и
Н1_]`г2_—+1_—2—'Г+2—2——+1_Ёиг +1)+С.. . . . .(7) 

Что же касается Кт, то его легко выразить помощью Н… и Кт—м _раз-лшая ею на два и интегрирул заттмъ одинъ изъ членовъ по частямъ; именно, К _ ‹іг
_1`

1.62 _ (14—32—22М
е_:('[(1+22)д(!!)/21+т _ [(32 + 1)т _

№2 +1)т— (22 + 1)… 22 +1)Т`п+
22613 _ ($2

‚“Я
21,12 _к—

(22 + 1)?” _[(32 + цт—д
` @“ *— т—1 +
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1+[_№ (12 : Кт—х '— ЯНт+

635 1
—2 (т1_ 1) у (22 +1)т—1 : Кт—1 '— ЗНт_'Т_1)Кт—п

2т — 3Тге. 7” :№ Кт___1 — ЗН”, ..... . . о с о (8)

Пользуясь этимъ равенствомъ мы можемъ постепеннопонизить указатель
у Кт до единицы, т.@. выразить Кт помощью Н…, Нт_1‚....Н2‚Н1 и К1;
при т=1,т.-.е для К1 равенство (8) ужё не примЬнимо, но тогда. иміземъ
непосредственно, что  дя

К1=Уг2+1=Агсъдг+С . . ........ (9) 
Прим. 1. Найти і:[;—(М д‘”

эс2 + 2:1: + 2)4

Здёсь Ъ2—4ас=22—4.1.2=—4;слёд.‚7ъ=2‚
& потому полагаемъ (ш2+2сс+2); =2г, т.-е. 231: +2 =2г,

откуда а:: г — 1 и аэс: аг,
` такъ что г—1)—5 _ 4г—9 _ где _ (із

_]: [[(г—14<2+2(г—1)+2]4№__[(г2+1)4аг_4_[(г_2—|Т)4 9‚[(22+1)4

газ __ 1 ,
заТ'ЬМЪ [№__№+О (51+г2—г2)сі__ від __ га _

1:1,"(.22—!—1)4:_‘` (32—м) _[(22+1)3 [“(г2+1)4"(32+1)8+
г

_1]*
да __

—'[гё[—2.(8_г___21+1)3=:| [(Г—244)“ 6(22+1)3 6 (22+1)3_

=_6(22+1)3—6У(г2+1)33
въ свою очередь

аг _ (1+32—22)‹іг
=]*

412 _} сіг1 2+‚"(32+1)8_ (22+ 1)3 (22+1)2— #(22+1)З 22+ 
—ЁгдЁ—№Ё=ЁКЁ№+№ЁТ4Ёг—‹2+1>:=

г
=4(32+1)2—4‚[(г2+1)2
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и слізд

."
022 _ ‚г 52 №!’ " (22 + 1)4

_
6 (г2 + 1)3_ 24 (22+ 1)2 +8 (22+ 1)27

наконе 'ь [д` (1 + 22 — 22) (12 _ сіг
2 где _ц ’ (22+1)2 (22+1)2 _

22—о—1щ.‘` (г2+1)2_

22—1—1—‘М [=_2(г2+1)]=_[г2+1+2(г2+1)_2.Гг2+1=
г

=2(22+1)+2[22+1=2(22+1)+—2—Агс$32+01‚  апотом і——+4 —9 2 — 52 +у _ в(22+1)з в(22+1)з 24(г2+1)2

++—52+іАгсЪ ‚г О — 2 32 + 15216(22+1) 16 8 + 1 “ 3(22+1)з_2(332+1) 8(22+1)2+
452 45

—'№—ЁАГСЪ82+С.
Прим. 2. Найти Кт въ конечномъ вишь.
Мы ИМ’ЁЛИ выше, что

2772 — 3т 22—7ПК’"_1_ г Н…;

22; _— 5 .СЛ’Ёдч Ёт—1:№ Кт—2 — 2 Нт—м

2т — 7Кт—2_— № Кт—з _ 5 Нт—2›

и т. д.,

2т — 3 2т —— 52 ПОТОМУ Кт:№ {@Кт—2 'гНт—1}
— ЯНт =

_(2т—З)(2т—5) 2т—3_ (2т _ 2) (2т _— 4) Кт—2 _ Ш… 2т——ГНтЧ_
_ (2т—8)(2т——5) (2т—7
—(2т— 2) (2772 — 4) (2т—

' 2т — 3
вКт—з _

27Нт—з}
_ ЗН…_

2——2т_ 5Нт—1_——

_(2т—3)(2т— 5.2)(т—7) 2т—зН_(2т—2)(2т—4)(2т—6)Кт"3ЗН?” 2т _22 т_1+ (2т—3)(2т—5) _ _(2т—3)(2т—5)(2т—7).„5.8.1
_(2т—2)(2т—4)3Нт_2_°°'—(2т—2)(2т—4)(2т—6)...6.4.2К"'

2т—3 (2т—8)(2т—5)—2Нт—2т+_22Нт_1—№2Нт_2—…
_(2т—8)((2т—4).

22%, _(2т — 2) (2т — 4)…



_45__   т -е К _ 1 { г + 2т — 3 г' ° т _ 2т — 2 Це?+ 1)””_1 2772 — 4 (‚г2
71—

1)'”—2+
(2т—8)(2т—5) 2 + +(2т—8)(2т—5).…5.З г(2т—4)(2т—6) (52+1)т—з ' ' " (2т—4)(2т_в). . .4.2 22+ 1

+ 2 _ _
Ё

т 3)(2т 5)
Агссзг—г—О.

..5 8.1
2т—2)(2т—4).. ..6 4. 2

33. При интегрированіи раціональныхъ дробей не всегда
слъдуетъ начинать прямо съ разложенія ихъ на частныя—
иногда выгоднёе сначала, измёнить перемённую или примінить
способъ интегрированія по частямъ. Прим. !.—— _ : 4_9з _ дш4—2ш3+2ш—3№“а_[5д4_2шз+2$_3 “95 954—260 3)+6

Прим.2.

д$2+ш+1(2$+1)61Ю
_]`

@(сс2+а°+1) _і _2— _$4Ч—2ш3+3а:2+2а:+5— (32+ш+1)2+4_2
1+<ш2+ш+1)9_2

2

=_Ё‘АГСЁЗЦЁ—НЧ—О.

1- _
"‘

12.7011 — 42:7 + 8.133Пим.З. ——р* $12+ш8—$‘Ъ—1

Полагая $4 = у, откуда 42:3 сігс: ду, получаемъ: 1-_." .?›_1/2—у—-|—2=1_—"`
8у2—у+2 _} ЗуЙ—у—і—2 ду—уз+у2—у—1'іу (172——1)(у+1› у— (9—1)(у+1)2  ([у ау ) ду 3 9 _= _— ` — '— ы ]. " =[@]—1 8.[(у+1)2+ [Г+1=1(у1)+?/+1+Цу+)чС

3 з
=у+1+’№—1)(у+1)2]+0=Д+1(уз+уЗ—у—1)++0:

3__ 12 е_ 4__вс‘і 1+2(ас +2: т 1)+О.

$9612:

$$“ 16шЗдас 1

{

601(4:л:4=—1):16Прим. 4. 1=_[(4(4ш—_4_1)3=Тё №:ш4—1)3

@
$561.22

=`Ыд°6 [22(4ш4—1—)2]=_324_Г\;—/—1)2 +316 4—(ш4—1)2=

А
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3 1633да:: __ 2____=А 2А+256 “° (4т4—1)2+256.Гт а[4№__1:]—_—

—А За:2 +і жда:
__

256(4а:4—1) 128 4:1:4—1’

 
но полагая 2$? = у, имЪемъ:  $0250 _ ду _1 у—1 ‚_[4934—1—1— №611__ё—[у—1—ёі`у—і—1—Ё2уч—1Ч—О_

1 &&&—1 ‚
__Ё—12332+1+0’
6__. 2 __апотому ]=— 20% зщ 8

12———$21 +.С256 (44224 — 1)2 +1024 23:2 + 1+



Глава 111.

Интегрированіе ирраціональныхъ функцій.

$ 1. Иррапіоналъныя функцш вообще.

34. Самый общій видъ ирраціональной Функціи представ-
ляетъ Функція у, опред'Ёляемая ур—ніемъ:

Ещт=о .................(ц
въ котчромъ Е(ащ у) — Ц’ЁЛЫЙ многочлепъ относительно % и у,

т.-е. Р(аз‚ у) Е Ху" + Х1 у“_1 + Х2 у"_2 +....
+ п—З у2 + Хп—1 у +Хп ........ (2) 7

‚ гд'Ь Х, Х„ Ху. . . .Хп зависятъ лишь отъ а: и представляютъ
. ц’влые многочлены. Если при этомъ черезъ {(азу) обозначймъ

любую раш'онстъную Функцію т’а, и у’а, то

[№, у) ат

(называемый Абелевымъ по имени знаменитаго шведскаго мате-
матика Абеля (АЬё1е), жившего въ первой половині; ХШХ—го в.)
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представляетъ самый общій видъ интеграла, отъ ирраціональной
Функціи. Для натождет'я такою интеграла надо введенівмъ но-
вой независимой перемгънной свести его на интегралараціоналъ-
ной функцш этой независимой. Мы зд'Ьсь разсмотримъ простъй-
шіе изъ случаевъ, когда это возможно.

35. 1) Если ур—т'е (1), опредтяющее у, линейно относи-
тельно оз’а, т.-е. имёетъ видъ

<р(у)а;+ф(у)=0 ....... .......(3),

гді; ср
14 ф— цізлые многочлены, то для нахожденія [%(щу) 02:13

надо у принять за НОВУЮ независимую.
4» (у)

  Дёйствительно, ур—ніе (3) даетъ: и = — №,
Ф @) Шу) — Му) ФЧ0 К а. = _— ___—___—т уд №

Ф? @) ау’

а, потому

______(_;!)1у
)

[г<т‚у>ат=— [г[——;›№…уогу=[Ф<у>‹іу‚

гд'Ё Ф (у) — раціональная дробь.

$ + у
Прим. Найти [ас _ у

(130,

зная, что шу2 — уз + а: _- 1 = О.

.
_ _ 3/3 + 1

,

ПослЪднее ур-ше даетъ. сс __ _у2+ 1

33/9 (312+ 1) ду — 23; (у3 + 1) ду _у4 + 3у9 — 231и, сл'Ьд., да:: (92+1)2__ (3/2 + №
01,

а потому

[ш+уд$_[у3+1+у2(у2+1)у4+8у2—2у
ш—у

_ 93+1—у(у2+1) (312+1)2

_‘[()23/3+у—ъ—1)—(у4—я—Зу2
у)а

___[2у7+7у5—3у4+3у3+у2—2уд
__ (у2+1)2(1—у) _ уб—у4+2у3—2у2+у—1 у 



_49__     _ 2у4—бу3—ь11у2—5у—і—5) 23/3 _

>

:_ 2 2 _
\ _

\ ‚_____ 2№9 + ”“ (у—1)(уй+1)2 № 3 +:“ “у +
у—1 ду ду _ 9у3 2 ‚… у—1у2+1 2Уу—1+4‚[у2+1—'_(Т+у+03] у9+1+

—21(у— 1)+4Агсг3у+0.

36. Сл’вдствіе 1. Если иміэемъ интегралъ отъ раціона/гъной
функцт самого % и корня п’ой степени изъ дроби, числитель и
знаменатель коей сутъ двучлвны первой степени, т.—е. [%(щ

„ №) 61:10,%+!) 
ТО НЭДО ЭТОТ'Ь КОРЕНЬ ПРИНЯТЬ 38. НОВУЮ перем‘внную, Т.-8. ПОЛОЖИТЬ

Уосш+в_1асс—п—Ь—ф

Въ самомъ №№, тогда:

 
1504—13

‘

_ГМ: у", откуда,
9:33 + В: (сш + Ь) у"

и, стал.,“ (@.—ау") а; + (В — ду") = 0,

а это уравнет'е есть частный случай уравненін (3).
СлЪ'дствіе 2. Для нахожденія интеграла отъ раш'ошшъной

' функции самого аэ’а % тьсколышж корней изъ одной и той же
дроби, числителъ % знаменатель коей суть двучлены первой сте-
пени, надо принять за новую перемтнную корень изъ той же
дроби, показатель ковш естъ общее наименьшее кратное ”оказа-
телей данныж корней.

Въ самомъ №№, пусть ИМ'ЁеМЪ

Г/(шэ-В11В27- ' - 361333

гда“> Функція {’ раціональна относительно 00, 121, %, Ее,. ..
…1 @ т, №—причемъ В]: _— ВЯ= __В?аэс+ь аш—і—Ъ’

'
7
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Обозначимъ черезъ [;©—наименьшее кратное показателей

„ п „ті, тз, тв,. .. ., такъ что ——7›51‚ ——7сд‚ Щ—іст. . . .,
тд 7722 _ „ _

0С

ГД'Ё всі; іс—числа Ц‘ЁЛЫЯ‚ и положимъуаііі’ = В; тогда (“+17

‚в В _В”! В —В"'2 В ——В"°“›СЛ дм 1'_ т 2—— › з— ‚"'-‚
апотому

[паз,в„}з„. . . .) о!ш=_Г/(т‚В’°'‚В"*‚. . . .)ат=[р(т‚1г‚)да;,

гдъ Функція 17—раціональна относительно сс и В. Отсюдаи вы-
текаетъ данное выше правило.

   Прим. 1. і=_і`_3“——:Ц21/41124—1/30

Полагая {75:95 иміземъ ас=у6‚ аш=6у5ду

-_ уБёу _ уту__ „ _і ‘в

}
_

и‚слЪд.‚1_6_[2у4+уз_—6 2у+1_8 у 2+2у+1 ду..
2 _

=Ё%—%/+%1(2у+1)+0=№43—2(21/ас+1)+0.

Прим. 2. 1'='[4 3

дас
.1/(2т+3)3+1/(2ш+8)2——21/2гс+8

Полагая 112/211: + 3 = у, находимъ, что 2:17 + 8 = у12 и 01:1: = 63/11 ‹іу, _ 11
6131 _ 1/5 0131

асл'ізд.‚ і_
6[37—у__9+у8—2у5— 61`№=6[(у2—у+1)ау+

у2—2у+__2 @ 24 у—26 2а
39 З_ 2 ___—___+

у3+у2_—_ у__у Зу +6у+—Ё]`Г_1+—у2+2у+2сіу=
6 12: 2у3—3у2+6у+3-1(у—1)+Ё1 (у9+2у+2)—

%Агсъд
(у+1)+С=

=21/2ш—1—8—81/2т—+8+61/2—сс+3+—2[';/2.1:4—3—1] +
12 _ __ _

+31.[Ё/2ш+8+2Ё°/2т+3+2] —%Агс‘с3(1+'12/2т+3)+С;
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37. Сл’вдствіе З. Интегралъ раиіоналъной функиіи самого
аз’а % корня квадратнаго изъ двучлена первой степени, т.—е.

[ {(./0, Уже+ @) сш

найдемъ, принявъ корень за новую переміэнную.

Частный случай. Пусть надо найти

т/щн- [з

гд'Ё {„(аг)— ц'Ьлый многочленъ п’ой степени. Полагая Уаш+5:у‚
.

'
2 — @имёемъ оса; + В = 3/2, а: = 31+ 263

‚ (@=—уу
@. С/ п п—1

м—сп„@„„=т№
+ _
т/ош:+ В: [ {А<З/2—Ё3)п+А1<у2ц_В)п—1+....—я—Ап_1(у2;5)+Ап}9303531

:   
= [{Ву2”+В1у2"_2+В2у2”`4+….+Вп_1у2+Вп}@:

‚, 2п+1 узп—1 ут—з+В —„__++В _1у‚—:+Впу+с=2% +1 1213—1 22—13—23 п
 

— _В 2" 2п—2 132 2п—4 В„_1 2_ {271+1уп+55—11:9 +2п———Зу +""+_Т?/ +Вп}у_‚_0:
_ і_

`[213—4-1

—1 (0:93+В)п+ В В __
2%_1(О'Ю+З)п +2п—2-_3(ож+в)п 2+""

+—В”;1(а„т+)пг°›)+В
}Уаш—+В+О‚

т.-е. [—{”(ш всіт—Рп (гс)1/осш+_д+0.Уст+   
Такимъ образомъ, интегралъ отъ цівлаго многочленаж’ойстепени,

дтьленншо на корень квадратный изд двучлена первой степени
равенъ ц’влому многочлену ”’ой-же степени, умноженному на. тата
же корень.
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Зная вида интеграла, можемъ его найти по способу неопредіз-

ленныхъ ноэффиціентовъ.

Прим.  і— Г7ш3+2гс2—5эс+
11

62$ = (Агс3+Вш2+ Вш+ Е)1/2эс — 5 + С.
› 1/250 —— 5

_

Дпфференцированіе этого равенства даетъ:

7а:3+2ас2—5а:+ 11__ = (311,702 + 2Вш+В)1/2а:—5 +
1/2аэ—5

+(А$3+Вт2+1)а:+Е)—%
21/200—5

11,0Л'Ьд.,

7ш3+2т9—5ш+11=(8Ат9+2Вт+Б)(2т—5)+(Аас3+В009+1)т+Е)=
= 6/1 _асЗ—і— 413 ш2+ 20 ас

`

—15А —10В —5Б‚
+А +В +1) +17,

откуда 7А=7‚—15А+бВ=2‚—1ОВ+8В=—б‚—50+Е=11‚ 1 29 178или А=1‚В=—5—,Б=—3—‚ Е=?‚
* 3 * 2 г __

а потому 1=1от +э1т
;14ош—ь—8901/200—5—1—0.

38. П) Если ур—ш'е Е(т‚у)=0..................(1)

содержитъ лйшь члены _т’го и (т— 1)’го порядковъ, т.-е. им'Ёетъ

ВИДЪ ‘

ср… (00, у) + <р…_1(т,у) = 0 . .......... (4),

` ` _ .
7 0 _ ‚ о

11113 9… и срт_1 цёлые однородные многочлены т ои и (т 1) ОИ

степени, то

у № у) ат

приведется къ интегралу раціональной дроби помощью положенія

у::ш‘. 



_ 5 3 _
Дівйствительно, подставляя это въ ур—ніе (4), получаемъ:

@@, оз#)+‹19т_1(ас‚т#)=0Ат

или пФ…(1‚Ё)+$т_1 ‹рт_1(1‚#)=0‚
_ …)

откуда 50=—%= 905)

И, слч'зд.‚ @;
:

гдэ (#), (#90 =
<р' (#) аг

гд'Ь 9905) и ‹_о’(#)—раціональныядроби; & потому

(№, у) от = №№ газ <#>] №№= ( Ф <#> 6“,

гдё Ф (#)— тоже раціональная дробь.

   Прим. Найти (30+ у аэс,
“3—1

зная, что (у+аэ)3—'—(у_—сс)2=0.

Полагая у=ш#‚ 11м'Ьемъ: а:(#+1)3—(#—1)2=0‚

_
_(15—1)2 _нг—1)2 _(г—1)(——г+5)

откуда т_№‚ у_ “+ 1)3 ц (%:—тей,
‘ , ш+у Г(#(—1)21+#)#—1)(—#+5) _
д… СЛЁД.‚ _[ш— ута =( (…)21—#)(#+1)4= ‹1#_

г—б _—г+2 2302—503,
=[(3‹и#+1)_(#+1)2+ _(аг—і—у)2_+0'

39. Ш) ( {(и, Уаш2+Ът+с) №3. 
Въ предыдущихъ случаяхъ привести искомый интегралъ къ

пнтегралу рипіональной дроби удавалось благодарятому,чтоока—

залось возможнымъ представить и т, и @; пода видомъ рато-
налъныж функцій нэъкоторой новой перемтнной # (при чемъ въ
первыхъ случаяхъ #; у).

Когда подобное выраженіе т и у возможно‚то говорятъ, что
кривая, выражаемая ур-ніемъ Е(т', у): 0 (1), «унинурсальна»
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(«ипісцгва1е»), при чемъ это названіе происходитъ оттого, что
если 00 =: @@) и у: ф…, гдіз ср и ф—раціональныя Дроби, то,
М'ЁНЯЯ 15 отъ — оо до + оо, мы получимъ всдЁ> точки такой кри-
вой, и каждому значенію 15 отв'Ьчаетъ лишь одна, точка. Это по-
нятіе объ уникурсальности кривой (1) приводитъ къ нахожденію
способовъ вычисленія Абелеваго интеграла

“(т, у) 01%

и во многихъ Другихъ случаяхъ; мы его приміёнимъ еще къ тому,

при которомъ
у: Уашй +Ъгс + с,

такъ что ур-ніе (1) принимаетъ такой видъ

уЗ—аосЁ—Ьт—с—до............. (5)

и выражаетъ, ели., кривую 2’20 порядна.

4-0. Именно, предположимъ, во-первыхъ, что @ > 0; тогда

ур-Ніе (5) выражаетъ,какъ извізстно, гиперболу, и всякая прямая,

параллельная ея ассимитотичесКому направленію, пересёкаетьее

лишь въ одной точк'Ь; поэтому, если из есть угловой коэффиціентъ

такого направленія, такъ что общее ур-ніе параллельныхъ ему

нрямыхъ будетъ
у :: та; + 25,

то координаты «: и у любой точки кривой должны выражаться

раціональными Функціями числа #. И дёйствительно, для опредгіз—

ленія т им'Ьемъ ур—ніе:

тв— @ = 0, откуда т : і Уа;

мы возьмемъ т: -— Уа и, значитъ,

у: _т1/5+75;   



тогда ур-ніе (5) даетъ

(—азУЁ+Ё)2—ааз9——Ьсс—с=0

или 4—(2151/Ё+Ь)5Б+152—с=0‚

аслЁд „_ 12—е _УЁг2+ЬЪ+СЪ/Ё_., _21/ЁЁ+Ъ‚ _
‚‘ы/Ен—ь

41. Пусть теперь а—какое угодно; тогда, если на такой
кривой мы возьмемъ какую-либо точку (и, В), такъ что

32—6012—61—050 ............ (6)7

то прямыя, проводимыя черезъ эту точку, пересъкаютъ кривую
еще лишь въ одной точкё, ибо всякая прямая пересънаетъ лю—

бую кривую 2’го порядка лишь въ двухъ точкахъ; отсюда, сліз-
дуетъ, что координаты ш и у этой второй точки пересёченія, т.-е.
любой точки кривой могутъ быть выражены раціональными
функціями угловаго коэффиціента 75 сёкущей. И дёйствительно,
ур—віе этой С'Ькущей будетъ:

у—В=й(ш—ос) .............. (7);

подставляя выраженіе у отсюда въ ур—ніе (5), получаемъ:

,

[#(гс —а) + @]в—ашг—Ьш—020

или 252(а: — ос)2+ 2:5(т — и) 3 + Зя—ашз—Ъш—с: 0;
но (6) даетъ: 32

— с: сш? + (ш; (ЦГЁД.‚ $2(90—о:)2+225(т—ос)@+а12+№ аШЗ—ЬШ=О‚

т.-е. 752 (т — 05)“ + 2$(ш—а.) {’)—(Ци?% 0:2)—Ъ (;и—а.) = 0

‚ или, по соКращеніи на, а: — я:

й2(ас—ос)+2ЁГ$—а(ш+а)—Ъ=О;
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і2+а и.+Ъ—2г ——2#+2 Ъ

аотсюда т=Ё———)Ё2—__—а——Б—=ос+—іі—2—_—Ё°і

__ —2Б$2+(2сш+ь)й:_Ві2+(2‹ш+ь)$—аь
и, еды., у_—@+ „_а 12—01,

т.—е. % и у выражаются въ # раціонально.

Если с> 0, то кривая (б) пересёкается съ осью 0Увъ точкахъ (0, 5:70); поэтому можемъ въ частности взять о:: 0, „&=—— с

и тогда
2 1/0— г + ь

—
__ „_а ‚31:7590—1/0. 

Если же с< 0, но Ъ“—4ас>0‚ то кривая съ осью ОУ не

пересёкается, но зато пересёкается съ осью ОХ въ точкахъ

($1, 0), при чемъ
№012 + 19901

+ с =_=— О,

т.—е. 931 есть корень трешчлена аш2+Ъос+@; и ТОРДа, полагая,

01:93 3:0./17

. . 261111+ Ъ

полу чаемъ . {с = 5131
+ „_ у: #(а: 501). 

42. Такимъ образомъ, для приведет}! интеграла

[ №, 1%» аж

65 которомъ Г—раціоналъная функція, съ

____.____
В=Уаш2+6ш+щ 

га интеърсълу раціоналъной дроби, можемъ примэънитъ одну изъ

трест) смьдующишъ, тать называемытъ, подстановокъЭйлера:
(„

в ..............В:…туа+д 
ш…; ....... „…В=ж—Уа 

Ш) ..............В=ш—@д
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ъдгъ $1 есть одинъ изъ корней треоттена аф? + Ва: + с, така что

аш12+6ш1+сЕО_ 
Если не тотимъ вводить мнимышд величина, то первую изд

этитъ подстановокъ примэънимъ, коеда а > О; вторую—ногда
а < 0, но с > 0; @ третью — когда 62— 4ас > 0. Если же
@ < 0, 0 < 0 и 132—4610 < 0, то всё; три подстановки вводятъ
мнимыя величины; но въ этомъ случаіз такъ и ДОЛЖНО быть, по-
тому что трехчленъ аа:2 + 693+ с, не имён вещественныхъ кор-
ней, не можетъ переМ'Ьнить знака; & такъ какъ при ш: О онъ
отрицателенъ, ибо равенъ с, то, слёд.‚ онъивсегда отрицателенъ,
& потому радикалъ В представляетъ при всякочъ сс’Ь величину
мнимую

° "_в_—_
"Рим— 1. Найти ] = [

413+ 1/43: + 2:1; + 3
01$.

1+2а7—21/4ас2+2ас+8
 

Полагая 74.902 + 2ш_+ 3 = _ 2$ + 2,

пміземъ 4.132 + 2:12 + 8 = 43:2 _ 42$+ 22 или 250 + 3 = ‚— 4290 + 22,

32—8 _— 22—8 22+г+31/4т2+2а:+3= -—ОТК 8, Щ=———- _ _|_г_.____Уд 2(2г+1)’ 2г+1 23+1 ’ 
22+г+3(1 =_—3’ (23+1)2 дг’

22—8+2(‚22+г+3) 22+г+3
(43+2)+2(22—8)—4(22+г+8)(22+ 1)2 аг:& потому ]:   _ __ЗГ3)г2+23+8)(22+г+3а

1]`8
824+523+1422+Эг+9_ _2(52—1—8)(2‚г—|—1)2 ()г2+8)(2г+1) аг:

8 11 1 31___ __ __ 2_
8

2+
48 (25+1)+ 8—61(2г+1) 8561“

+8)+ 
722А1'гсЁ52—ГЁ)+0:

_

_ 8(2т+1?‚) 11 1т“ 8 +48(4:в+1+2В)+361(4ш+1+2в)+ 
——2(8ш2+2ш+11+4ш3)+№АгсЬ9Щ+О.36 72 21/2
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2аз+У—сс?+а:+1а

Прим. 2. Найти і: [ %.
1/——:х:2+ас+1— 1

‚___—_-
Полагая У—ш2+а:+і=ш:-—1‚

шп‘земъ:— $2 + а: + 1 = #2 сс? — Ша: +- 1 или —— $2 + а: =12 а:? — Щас,     

откуда

2г+1 ___—— 2г+1 г2+г—1 2(г2+г—1)
=____———- __ 2 =_———— _ :————_— :—

ас ”+137 ш+аз+1 і2+1й 1 „+1 ‚да; (#244)? 11$

аслізд.‚

1-__ 2[№…—1)+(з2+г_;ш2+г—1№__2[№+5г+1)(гггн—пс“’ (32+г—1)—(г2+1) (г2+1)2 _ (г2+1)2(г—2)
_

Ё4+6і3+5Ё2—4Ё—1 ‚б і—1 (1$

"'—2! (г2+1)2(›:—2) Ё‘_ъ2+1+4[{2_1_і№_6ут_
5: 2 __ —' ‚_ :

Ъ2+1+21(1Ё+1) 4Агсс3і 610 2)+С

бас? ш2+(В+1)2 В+1 34—1—5250
=___————— ___—_ _ ___—__— О:

т2+(В+1)2+Ш $2
4Атс$3 6!

ос
+

бас2  : +21(ш+2+2Е)—4Агсъ33+1
«734—24-23

—61(Е+1—_—2ш)+21:с+0.

Прим. 3. Найти і =[1/—-$2 + 4:0 — 3 (1%.

Такъ какъ одинъ изъ корней трехчлена —— ас? + 4:1: — 8 равенъ 3, то по-

лагаемъ У—ш2+4а:—З=7Ь(ш—З)         

или —(а:—3)(а:—1)=$2(ш—З)9, т.-е. —сс+1=г2(а;—3)‚

откуда
8$? + 1 ________ 8$? + 1 2$ 475%

=——-—— —— 2 — : -——————— =-—————— =——————
“’ г2+1"/ “”&—4“ 3 16($244 ) ъ2+1’°° (г2+1)2’

аСЛ'Ьд.,

№№ 33—15__ [ВЗ—(т—ЗРЦш—ЫВ
?81`(г2+1)3= „(#—&&) _АГСЁМ’РО [32+(ш—З)2]2

В .
:::—1

_АГСЁЁ'Ъ—3—і'с— уП—РС.



5 2. Систематическое интегрирование раціоналъныхъ
функцій ш’а и радикала Е=Усш2+дяз+а

43. Примізненіе одной изъ подстановонъ Эйлера непосред—
ственно къ самому интегралу

[ г (а:, В) от

приводитъ обыкновенно, какъ это видно и на предыдущихъ при-
мізрахъ, къ черезчуръ сложнымъ раціональнымъ дробямъ; вы-
голнізе предварительно разчленить заданный интегралъ но… про-
сфйшіе, разсужцая сліздующимъ образомъ.

Раціональную дробь Г (:о, В) можно представить въ вишь

частного отъ дч‘эленія двухъ многочленовъ ‹р(т‚ В) и кит, В), шь-
лыж относительно а; и В. Каждый изъ этихъ многочленовъ въ

свою очередь можно разбить на дві; части, изъ которыхъ Одна

содержитъ лишь четныя степени В, & другая—лишь нечетныя;
и такъ какъ

ВШ“: (т)“: (№2 + В + с)”,

а
_

ВМ“: В?" В = (№2 + Ьш + с)" В,

то первую изъ этихъ частей можно представить подъ ВИДОМЪшё-
лаго многочлена, содоржащаго лишь т, & вторую—подъ видомъ

произведенія такого многочлена, на В. Такимъ образомъ, обо—

значая черезъ А, В, В, Е, К, Ь, М, № —— цЁлые многочлены,

содержащіе лишь сс, получаемъ, что ‘

;“ (т, В) ЕА+В В __<А+ВВ) (В—ЕВ)_(А1’)—ВЕвя)+(В1)—АЕ)В:  Ю+ЕВ_(Б+ЕВ)(В——Е В)= № — Е2 132
_

=_1Ё @““и № ’

или, переводя въ посмъднемъ члетъ радикала В од знаменатель:



 =Ё 131321__1‹ М 1№ В)—№+ № Ё=Ъ7+тг
`

к Мсі
&, слід, “($, В)д50=_)т№+_[7\71?ш'

Такъ какъ Ё— аціональная Ф к ' ’ [КОГ№ р ун шя ша, то_—Ё оо мы

сумёемъ найти, а 0.111311. нахожденіе интеграла “Хаг, ВМЩ евб-

дится на отысканіе болгЬе простаго интеграла

диагшв’ 
’ М . . ,

ВЪ КОТОРОМЪ Ё — рациональная функции 90 а.

Прим.

__ 2 ›

і— [2304—1/
ас +ас+1а ___[(2ш+Е)(Ь+1)дш=1/—ас2+ос+1—1 (3—1)(Е+1) ВЗ+2$+(2$+1)В _т2+8т+1+(2т+1)В

=)___‘_______аш„= аш:
132—1 —а:2+а:

Х$З———8——Ш—1аат+)(9$+1)32@—
ш2—1 —8:

{132—30 ——а:2+а:В
_ ш(ш—1)№[ю(ш—1)+

2333—152—300—1дас

[(2т+1)(—
т2+ш+1)с1а:

_|_ ___—___— ___—___—ш(ас—-1) Е“-—ас‘2+а: В=т+1:с—31(ас—1)+[

44. 14нтегралъ)М№ВЁВЪ свою очередь можно разложить

на сумиу болізе простыхъ; именно, если въ разложеніи выведен.-

номъ въ № 25, мы соединимъ вмізстч‘э члены каждой строчки, то

7т—1 (‘“) `? __Ёш—Ш
(т— „_)т+А.; (Ааа2 + Ва:+ О)”,получимъ: %%

Е {#(/13) +
гдіз `;”,(аз) _Ц’ЁЛЕЪЯ часть этой дроби, & (33—01)… и (Аш2+Ваэ+С‘)" —

множители знаменателя № этой дроби въ ихъ наивысшихъ сте-

пеняхъ; & такъ какъ интеграла суммыравенъ суммть ъонтеъраловъ

слащемыж, то, еды., для нахожденія интеграла

4490№37
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въ которомъ ? _ рацюнальная Функцш аз’а, надо лишь умёть
находитъ интегралы трехъ сліздующихъ вицовъ:  []”/; … асс г…_1‹сс›аш [ ги… (сс) аэс

_В › (ш _ о.)… В (Аве? + Все + 0)73 В

Прим. (См. № 48) Такъ какъ

   
 

2ш3—39—3ш—1_%+1+1 З
а:(а:—1) _

а: аз—1’
2шЗ—ш2—8ш— .1 дас аш да: (139то ]:“‘—`_: 2 __ [___.::;(гс—1) В (”С+1)В+тв (ас—1)В

Полагая В:.т—1
215+1 152+25—1 $2+й—1”›шъдч $=№Тг В=т› ““”:—”*(тм’

получаемъ:

_
2і`г2+4й+8

(#
01‘

6215

‚[
(1$ _—26+4_ г2+1 г2+1 ‘ 2г+1 32—215“ г2+1 +

—4Агсс5й—2(2й+1)+81й—32(3—2)+С:
2__ 2_4а: 2$(В+1)—4Агсс33+1—12В+ +Щ+ЗЪВ+1+ш+2+2В аР а:

_31Щ+0_
сс

Соединяя этотъ результатъ съ полученнымъвъ № 48,

‘2эс+В бт? В+1
находпмъ. ] 3—1 д$=№—4А10ЁЗТ—1(2+Щ+2В)+

—81(а:——1)+31(В+1)—82(1—2а:+1%)+21а:+С,
что, какъ легко повёрнть, тождественно съ результатомъ,полученнымъ въ
примЪрЪ П’мъ № 42’г0.

1 45. Изъ интег аловъ вида Ё—дшв азсмот имъ сначала0013

простгізйшій, именно 1: [ашЁ; при его нахождевіинадо различать 
три случая.

1) со > О.

Полагая, согласно сказанному выше (№ 42):
 

=—СБУБ+Я‚ 
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получаемъ: 122 = №2 —-— 2 1/8 290 + %,

т.—е. асс2+Ъос+с=аш2—— 21/5290—1—22

или
` Ът+с=——21/Егт+29‚

откуда Маз: —— 2 Удиви —— 2 753342 + 22012

и, еды., (1; + 2 1/52) 0150: 2 (…а; 75+ гМг: ита;      
значитъ Ё— мг

Вд21/а—г—і—Ъ7

“&&—Х
2115 __‚1_ ‹12 ___1_г2_|_1›)+

В 21/5244 т/Ёігдг 6_ УЁ< вч/Ё
21/а

+0=—_:2(ш1/Е+В+ ь_ +0,
а 21/0

т.—е. при со>0:

___;‹1_$_______1__ 2ат+Ъ ___1_ № _

у
_—

1< “_ +В>+О—УЁ2[2_/_а__чВЗ+СЁ‚___—_— _
1/асс2—ъ—Ьш-4—с

1/0,
   д ___,

Прим. 1. у
% =!(ас+1/ас2+1)+0.

73:2 + 1

. с?

Прим. 2. Найти 1:{{“/’‚і,
1/4002 —— 200 + 3

Полагая 74002—-2ас+3: —— 2:13+ 5, получаеыъ: 4.702 -— 2:10+3 =4аз2—4а‚'г +22

пли
—— 2.2: + 3 _: —- 4.9”, + 22,

откуда
-— Ма;: —— 4261$ —— 4ж13+ 22012

________
и‚ слід, (25 — 1) да: :: (— Эа: + я) да :: #4002 —— 231: + 3 да,

а потому
‚Щ?-&
1/7Гщ2—2аз—п—3

гг — 1 . (12: 1 615 1 1

2——
_а

1 (2.1:
— 71)— +

1/4ш9—2т+3>
+ С = %- 1 (%;—З +

1/4ш2—2а:+3>
+ С.

....

75
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2) @ < 0, но 192 — 4ас > 0, т.-е. корни трехчлена аш2+Ът+с

ВВЩООТВВННЫ.

Самый простой изъ подобныхъ трехчленов'ь есть 1—т9,

при чемъ [%?—$$
:— Агссовт+ О;

поэтому попробуемъ данный трехчленъ аэс2+ Ьаз + с привести
къ такому простізйшему виду; для этого, ИМ'ЁЯ въ виду № 30,
положимъ, во—первыхъ, 62—4ас=7$2 (число 15 наз. «числомд,

указывающимз вещественностъкорней»), & во-вторыхъ,

(сто“3 + 690 + сут: Кг,    
 

т.—е. 2ат+6=ісг;

тог & т —— №_ Ь-
Д _ 2“ 7

.

2 4а2 41:2 + 4аЪас+ 4010 (2аа: + Ь)2 + 4ас +1)? 7с2(‚г2 — 1)
аа; + Ьт + с = = =40, 40, 466

Тед
И ай;: —2721

да: 7; (12

@ ПОТОМУ [___—=: ;)— —-_——_____———__=
' ”Ише? + баг + с —“ 762 (22 —— 1)

_
466

1

“*__—
дг А ,= _— —_— _ гссозг+ („

":.—2‘1}___па_іс2
1/— и 1/1 — 22 27—141      

т.-е. при @ < 0 и Ь2+4ас> 0:
.             61.90 2асс + 1) (132)'ас_ _Агссоз++ О:

Уши?+ Ъа: + с =1/-а 7 7—0» 70

7 _
Прим. 1. _а_т ___Агссов№+ 0.У—ос2+а:'+1 і/Ё
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Прим. 2. Найти і: [___/Ед.
' 7—9ш2+2ас+8

ЗД'ЁСЬ
762=22-—4.(—9).8=112;

полагая поэтому (— 9332 + 2:1: + З)’_‚,‚: 71—1—2 ‚г,

__ _ _ ' ‹;
иміземъ: —18т+2=1/112г‚ т=1——Ё2ЁЁ‚ дш=т—-1—/9—8аг‚

_ ё" _ 2 _ _ 281—22
—9ш9+2ш+8= 14-21/83 285 +2 21/285+3___

( ),
9 9 9

& 0.1Ъд.‚і= — &: -1—Атсс032+ О=—1—Агссоз—_—ЭЁ—+—1-+С.

1—22 3 3 21/7
9 28

9

3) Если, наконецъ, @ < 0 и ?)2 —'—— 400 < 0, то, какъ замё—

чено въ № 42’мъ, корень всегда имізетъ мнимую величину;

вслёдствіе этого избавиться отъ мнимости въ интеграл; нельзя,

а потому интегрируемъ лишь такъ‚ чтобы мнимостъ эту поста-

вить на вида; именно, пишемъ:

да: 1

[
01:55—27:-#

["/ЦЮ'З—Ъ-ЬЮ—Ъ—С 1/——1 У—ашЁ—Ьгс—с 1 ——2ош:——Ъ-
_„—= __1<——:_—+У—аш2—Ьш—с

+0
і‘Й—а 2У—а

7

___—‚_“ .

при чемъ ужё (— @) > 0 и 1/—— №2 -— Ьш -— с —— вещественный.  дт 1
(1:0

Прим. [__/____.=——;]`—————-—-—________
=

7—9ш2+4ш—1 7—1 1/9т2—4т—в—1
'

: 1
1<9ш_2+1/9ш2—4т+1)+0.37—1 3

' т" да:

46. Теперь разсмотримъ интегралъ [„ =[ В ; онъ жжо-
. # 

дится „сниженіемъ показателя % жомощъю и-нтеърщоованія ш) '

частямъ, съ подведет'емъ д1Ь/штеля В моде; знати дифференціала.

Такъ какъ при этомъ въ числитель нужно имізть множителемъ

производную оъодкорвнншо, т.—е. двучленъ 2ат+Ъ‚ то зам'Ьтимъ___—
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предварительно, что

(‚:“—1

2а
п335 тп—

° 2сшзЕ$  (262%!) —Ь)=—(2аш+Ь)—2—”т“_1‚
а… ели.,

]“ __
і'ГЩтд—1

(2аа:+ Ь) дт Ъ т"—1 да:

        
п а 21% __Ё В

‚_ 1 п—1 __ п—1 п—2
_Б—[ш дВ—%1„_1__—[ш В—(п—1)_[Вас сісс +.

1) ' _ «:“—1 п — 1 „ „_2 (1:1: 1) ' "`" " ос”_1—д1„_1_—а—В— „ [Вт Е_2—а1„_1=12+
”"1 2 п—2 ‹іа: Ъ

'. _т”"1— [(дж +Ьсс+с)ш 3—га1п—1— “ В+
п — 1 а:" аш

Ь :с__В_”—1

(1.13 а:““2 да: 1) ' ___ [“[ + _|_с_—1%_.[—2а п—1 _
_ а:"“1 ' (п—1)Ъ(п—1)с '
_— “ В—(ж—1)]п—[ а %]п—1_ (с [71—27

перенося членъ съ ]“ изъ правой части въ лёвую, получаемъ:

 ' __‚дп—1 (2п—1)Ь_' (п—1)с '
”Дь— @

В _
2“ ]п—1_ а, "[и—23

' шп—1 212—11) п—1с '
откуда 1": М В__2_п_1п—1—аТЁ1п—2 . . . .(8).

Очевидно, что подобнымъ же образомъ получимъ: ' ас"_2 272—8 Ъ
' п—2 с

1п—1““…—цив—2(п—1)7{1п—2—п—171п—з›
' шп—З 2п—5 Ъ

' п—З с '
]п—в—(п—2)аВ—2(п—2)Ё п—з_п—2Ті п—и
оооооооооооооооооооооооооооооооооооооо

наконецъ,
СДК
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(въ послізднемъ равенствіз получаемъ лишь два члена въ правой
части, такъ какъ коэффиціентъ третьяго члена равенства, (8)

при „= 1 обращается въ нуль); изъ этихъ выраженій, дёлая

посліздовательныяподстановки, заключаемъ, что

1“: ф„_1<„„>в-‚.м;„

т.-е. ' №=срп_1(ш))В+Х[д—ш........... (9), 
гдё срп_1(а;)—Ц’ЁЛЫЙ многочленъ (ж— 1)’ой степени, & 7х —— Цо-

стоянный коэффиціентъ.

Зная видъ интеграла, можемъ его опрвдтьлитъ «по способу

неопред‘вленныхъ нозффиціентовъ», полагая

срп_1(сс)г— А1 т"_1+ А2 сс"_2 + . . . . + Ап__1 00 + А",

дифференцируя обть части равенства (.9), освобождаясь заттьмъ

отъ знаменателя В % сравнивая, нанометъ, коэффиціенты по-
добныж членовъ въ мъвой и ”радой частяшъ получаемшо такимъ

путемъ равенства.
- $3 да:

П им. Найти ] = =.р 3
1/ас2 — 2гс+4

1-й способъ. ^
1з=__—__"[___—___[иат____2_____ж1ш3‘т2(2т—2+2)‹1т_т/ш2—2сс—п-4 2Ут2—2__—Т+4 21/302—200—1—4

__ 2

=[ш9
25” №“___—4004“:№щ№+уш№—$234—

27Г—2—2т—п—4 В   ___—- №1190 (%?—2а:+4)ш 002 да:
__0 2_ _ ____—_ 2 _ ___—___ =

„{}/9: 2ш+4таян[ В $3 2; В @ +; В
в 2

_тЙВ—2ГБВ
‹іш +5Геа_В_т_8[т__дт

$213 5 $2113; 8 азсіа:_
откуда 13=_——3+? _В _ЁУ—Ё7



зат-Ьмъ А
2 _

12=УФВ№=Уш№=ХтдВ+УЁТ53:тВ— [Едт+[ш%т= 
_ _ 2_ таз:

[423% [№_ а_а:_тВ [($ 2$+4)В+[— :тВ— +3 В 4 В,
- $15 3 шёл: ‹іа:

откуда 12=Т+Ё[Ё—2‚[Ё’
такъ что ] —($2+5$)В 1[т_%_т_10‹1ш3_ _ __ __

8 6 6 3 В’А
наконецъ, [%=[№=[@В+ХЁ=В+УЁ‚
асл'Ьд.,

із: 6——В——1(ас—1+В)+С.2$2+5$—1В—№
2т2+5ш—1 7

2

2-й способъ.

в __ё=(Ат2+В$+Б)1/$2—2$+4+)\]`—аш_;Уш2—2а:+4 . 7т2—2ш+4
$3 _].—_=(2Ат+В)В+<Ат2+Вш+Б)‘°

Ух2—2гс+4
и, стыд., $3: (2Аа:+ В) (1:2 — 2%+ 4) + (Аа:2 + Ва:+ В) (а: — 1) +

отсюда, + Х $В В

х:
 

=2А т8+ В 502—23 ш+4В ‚

+ А —4А +8А — В
+ В + В + }\

—А _В
|

апотому 8А=1‚ 2В—5А=0, 8А—3В+1)=0‚4В—Б+)\=О‚ 1 5 1 21 7
Т.-е. А—Ё‚ ВЗ-Ё', _в_—Ё, х_—Ё_—Ё

2 _
и,значитъ‚

1/ 2.403550
=2$ +65“; 1В—%2(а:—1+В`)+О.

«: —— а:+4

47. Раземотримъ, наконецъ, интегралъ

[Г]; (020100 
5*
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въ которомъ {„(ш) есть шьлый мноэочленъ іс’ой степени; полагая,

что {#(ш)гАт"+А1т“—1+....+Ад_1аз+Ад‚

мы, на основаніи предыдущаго №-а‚ получаемъ

[Гд(т)дю_[Ат"+А1
ш"_1+....+Ад_1ш+Ад(іш__

В _ В
_

::>" (13: („%—1 дт агсіа: 11:1: __
=А[ В +А1У В +....+А„_1[—Ё—+А‚с 35—-  
_—_ А[фд_1(ш)В+7\0[‘—Ё]+А1[9д_2(ш)вч-и1[%] +....+

+Ак_1Еф0(ш)В+7\д_1[511—Ё +Ад5‘Ё1-3,

т.-е. Ё№=Фд_1(ш)В+7худ—Ё‚ 
гд'Ь Ж — постоянный множитель, & Фд__1(а;)——цізлый многочленъ

(10 — 1)’0й степени, коэффишёентыкоего, втьстть съ 7х, отведи;-

лятся «по способу неопред’вленныхъ иоэффиціентовъ».

Прим.

__ 2 _№дш=(Ат2+Вш—ьр)У—ш2+ш+2+7\[-———аі—-._._.
1/—— $2+ш+2 У—т2+:с+2

Отсюда.

ш3—3ш9—і—2ас—1
—2а:+1 1___—___: 2 __ _

В
(2Аа:+В)В+(Аас +Вт+В) 23 +ХВ

и‚с.п'Ьд.,

2:03—— 6:132+ 4:1: -— 2 = 2 (21141:+В) (—а:2+ш+2)+ (Аш2+Ва:+В) (_ 9:13+1)+21:
=—4А ш3—2В т2+2В ш+4В;

—— ?А + 4А + ВА + В
— 2В — 21) + 2%

+ А + В

значитъ,

_вА'=2, 5А—4В=——6‚ 8А+8В—2В=4, 4В+р+2х=—2‚



——69—— 1 13 41 37.-. А=——— :— =—— =——-т ° 3’ В 12’ В
24

" Ж 16’

3_ 2 _ 2 _ __
апотому [т

За: +2т+1дт= 8:1: +263: 41у_$2+$+2+
У—ас2+а:+2 24

87 —2а:+1
—ЁАгссоз—3——+С.

48. Замізчаніе. Формула (8) пониженія,выведеннаявъ № 46’мъ:

1'__а:"_1 2п—1 Ъ
' п—1 (:

п_ на 2% а п—1 % а п—‘д’    
& еды., и все сказанное дальше—въ №№ 46 и 47’мъ, непримё-
нимы въ случай а=О‚ т.—е. ноъда подкоренное количество—пврвой

степени. Но тогда, согласно № 37 ‚ (полагая просто В=УЬос+с=у), найдемъ, что [уГ_1‹__(+с($)
сіа:_— 17 (а:) 7197+ с + О. 

П) 49. Перейдемъ къ интегралу

Н _ іт—ПЙЁЮ.т _ (:»—щт В’

. 1

для нахождешя его надо положить а; — ос = ? —— этимъ мы пре-

образуемъего въ интегралъ предъидущаго вида. Въ самомъ№№,

—- +-1— ‹іш— %
тогда. :!:—ос 27 _

22

@ (ося+1)2+Ъ5 (‹:сг+1)+сг2 (сш2+1ш+с]29+(2аос+ь) г+а_ ›2 __и ши +Ьсс+с— 22
_

22

ТдКЪ ЧТО, если еще ПОЛОЖИМЪ

аш°+Ьос+с=а„ 2аос+Ь=Ь1‚ а=с1 и Уа122+61г+01=1$1‚

Г (и +
1)”"—1 г 012 _31 __

ТО =?) ЗСЛ'ЁДЧ Нт—— т;,2 г
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ПО ТЁЪК‘Ь какъ

 
' _ т—1 т—г

{М_1(а;)_—_—А1т ` +А2т +....+Ат_1а;+Ат‚
аг + 1 (аг + 1)т—1 (аг + 1)…—2

ТО {№1(_——-—:—> А1—7Ъ:|—+А2__217Т—2_+"°'+
осг + 1 _ <Рт—1 (‚г)+ Ат_1 2

+ Ат = ___гт_1 ‚

гд'Ь срт_1(г)—пізлый многочленъ (т— 1)’ой степени; а потому

‘Рт_—1(Ё_)

Н :_ г’";1 @=_ Фт—1(3)д3_т
_1_ [’В1 22 31(2) :

Дальше надо разсмотръть два случая.

1) Если о: не естъ корень подрадитлъмщотрешчлвнаат2+Ьаэ+с‚
такъ что аос2+Ъос+с:|:О‚ т.-е. а11=|:0‚ то трехчленъ съ1г2-ъ—191‚г_—в—с1 
будетъ второй степени, и тогда, на основаніи № 47-го, имёемъ,что

[ Фт—1—%—’д”=ср…(гщ—г—Цё  золы., Нт= ——ч>…_2(_
1 )„_„—Ч_—ЁГ№’63—61

т.-е. Гт—'1($)‘1$_ Гт—Ыід) В+7\[(і——(:р—а)…В—(ш— ос)т—1 ас(—ос)В’ 
при этомъ коэффиціенты шълщо многочлена {№200 и число 7х

опредтьлимъ «по способу неопред’вленныхъ ноэффиціентовъ», предва—

рительно продифференцировавъ жосмьднее равенство; затпамъ,

положимъ, какъ. 62:1:
для нашожденш добавочншо интеграла [__—(ш_ т) В
сказано,

1т '— “ =
;—

° 
2) Если же 0: есть кореньподрадмкалъншотрешчленажидкие,

такъ что аа2+Ьос+с=О, т.—е. @]
=0, то трехчленъ а1 22+Ъ1 г+с1



_ 7 1

будетъ первой степени,а потому, на основаніи№48’го, иміземъ, что

__ (23613 ,[Ь1=ф…_1‹г>в1+с‚   1 В `

И, СЛ'ЁДЧ Н…: __фт—1 (2) ВЧ _О:_ фт—1 (а: _ @) $ —— ос
+ 01 ’

Гт— ($) д‘”
_Шт—а)(“)т.-е.

… —1°с)т Е— ‹$_1(В+ С, 
гд'Ь (» 1($)—шьлый многочлена, коэффиціенты которшо опре-
дгь/шмъ «по способу неопред’вленныхъкоэффиціентовъ».

Ыуг_$_____2—
5$+8)01$

Прим. 1. Найти
$з 1/$2— 2$ + 3

Зд’Ьсь ос : О и ($2 —— 2$ + З)_„=0: З :|: 0; позтому полагаемъ: 2__ __2$ 5$+8 61$:№+ВУ$2—2$+3+7\[
(1$

_

$31/$2—-2$+3 “2 $1/$2—2$+8

Дифференцировавіеэтого равенства даетъ:. 
$31/$2—2$+3_ “03 “02 7$2—2$+3

Ж

$1/$2—2$+3
и‚сл*Ьд‚

2$?—5$+8=(——А$—2В)($2—2$+8)+(А$+В)($2——$)+7\$2= .

=.———А $3+2А $2—3А $

—2В +4В —6В‚
+А — А

+ В —— В

+ }\

откуда А— В+Ж= 2
4 1 1

—6В` = 8

да: $—4 “__—' 1= 2_ 3 —- т'апотоыу Н
8 2 7$ 2$+ +

3 [$Уш2—2тЧ—3



+72— 1
Теперь положимъ :с =_;г

2_
тогда дт=_57_г, $2—2т+3=32 25+1,

22 22

[
дт _]‘___ 1 32—1

аслізд.‚ —=__-—'— ___—_ _ +
ш1/а32—2ш+3 7822—2г+11/з уз__ _ 1/ в.. _

+7322—2г+1)+0=__1__1<3_$+
% 2а:+3 +0

1/3 1/3 а: а:

2_ __ _
и,:аначитъ, [

2$ 5$+8 да::ш 241/т2—2а:+3+$3 У32—2а:+3 300 1/3— З—ш 7ш9—2ас—і—З___} _+_—_- +01.9 31/3 $

Н:[__—___(4т9+5т+ 11)сіа:
Прим. 2. Найти (а:+2)31/ас2+:с—2

Здіась «::—2 и ($2+$—2)т=—2=03

поэтому полагаемъ:

2 " 2

(а:+2)31/а:2++:с_—2= (%*—2$

Дифференцированіе этого равенства даетъ:

_(ш+2)(2Аас+В)—8(Ат2+Вт+В)у__ш2+ш_2+4т2+ 550+ 11
(сс+2)4(а:+2)31/а:2+т—2_

А$9+Вш+р 2а:+1
(%*-Юз 27№

ш9+ш—2
и‚счЪд 8т2+10т+22=2[—Аш2+(4А—2В)а:+2В—3В] ас+2

(Аас2+Ва:+В)(2:с+1) : 2[—Аас2+(4А—2В):с+2В—ЗВ](ш— 1)

+(Аас2+Ва‚-+В)(2ш+ 1)_—_—

___—2А т3+(8А—4В) ш3+(4В——6Б) $

+ 2А —— (ЗА — 4В) — (4В — 6В)

_+2А +2В +2В
+ В + В,+.А



 откуда ПА —- 2В : 8

— 8А+9В—4В=10 833—44Б=174
4053 =21вв;—4В+7Б=22 — 4В+ 7.0: 22

`

2186 2522 692
3—405’ 1)_

405’ А_№’
& еды.,

(4:1:2 + Ба: + 1 1) да: 692.202 + 2186.2: + 2522 ___ = _ 3 1/23?+ а: — 2 + С.(т+2)31/а:2+а:—2 40°($+2)

50. Въ случаіз, когда ос есть корень подрадикальнаго трехчлена.
аа:2 + 1750 + @, такъ что аш? + Ъос + с = а (ае — а) (а: —— В), удобно также искать
интегралъ

г…_1‹х›‹і:с_(:в— 1)… В ’

полагая В : (сс — а.) ‚г, т.-е. притъняя третъю подстановку Эйлера._
Д'Ьйствительно, тогда

132: а(ш—а)(ш———В)=(ш—оъ)2г2 или а(а:—В)=(:с—а.)32,

 
 

т.-е. аш—а‚6=22а:—аг9,

_122_ав _аш—в) __ 2а(а—Б)2‹і3№№ ”ит, ““_—‚гг:; “ “__—(?_ТГ’
такъ что дас___ аш ___%В_(ш—а)‚г— 22—01,

апотому

Гт____1(а:) да:_ 22—а, т аг2—ав ‹і'г _
(:с—ос)т Е_„_[[(°1—Б)гт_1 32—а' 2‚е_с{‚‚—-"‹етгъ—1(*г2)133,

гд’в °т—1 —— цёлый многочленъ (т — 1)’ой степени.

2 1
Прим. Найти [Щ аш.(а:+2)31/а:2+а:—2

Полагая В=7ш2+ш—2=(ш+2)г,

имЪемъ 232+т—2=(ас+2)922 или :::—1=(а:+2)‚г2

‹ _ 252+1 2_› 3 В— 82 _туда “”_—22—1’ %+ “‘За—:? __тг
кром'ё того (1:0: 22 да: + 2 (аз + 2) года‚



__74__.

   
6 г

или (г2—1)дт=—2(т+2)гаг=ЕЁ—і‚

отк & а ——№—
.

Уд ш_(32_1)2

Поэтому
4

(222 + 1)2 __ 222+ 1 + 11

!“

(4ш2+5:с+11)д:с _ (‚#—1)2 22—1 62012 _
(а:+2)37а:2+т—2 __ 3 3_ “_33 (22—1)2

22—1 22—1

2527!{4(222+1)2—5(222+1)(г2__1)+11(22__
1)2} (15:  2 1725

‚23

10224—1ОЗ2+600
4__ 2 __ __ __.— __ __ ___-___г :

=—2--7
(172 2 +20) дг—„[ 5

+2021++=С 405
г+0

__102(т+ 2)2554— 10(:1:+2)‘А`22+600(а:+2)2_ 405(сс+2)3
(Щ+2)2+0=

=10208—1)?—10(а:+2)(а:——1)+600(гс+2)2_
405 (а:+ 2)з

В + С
2

405 (а: + 2)8

111) 51. Разсмотримъ, наконецъ, интегралъ

‚К”: [
Гяп—1 (303 да:

(Аш2+Вш+0)"1/аа:2+ь.т:+с

въ которомъ корни трехчлена Аа:2+ Вт + О—мнимы; при этомъ___—___-
сначала предположимъ, что оба третчлена Аш“ + Вш+ С и

тв” + 1990 +0 не содержат чланова 1—со измтьрет'я, т.--е что

В=О и Ъ=О‚‚
такъ что иміземъ діэло съ интеграломъ

К' =[ $2„_1‹ш›аш ‚
(Ааа2 + С)“ Ъ/аас2+ с 

иры чемъ А и 0— одного и того же знака.

Въ такоиъ случай, отдтьляя въ многочлена Г2„_1(ас) члены

нечетнытъ степеней отъ членовъ четныж степеней, можемъ на—



_7'5_
писать, что

12…00) = 9„_1($°)-т + Ф„_1(т?)‚ _ ?).:шіас ‹» _ (а:?)сіа:&СЛ’Ё . [(= Ф" “$ _+ " 1 .Д ’ ” [(Ат2+ С)" Уаш2+с [(Аш2+0)“7а352+с

Для отысканія перваго изъ двухъ послёднихъ интеграловъ,
въ которомъ числитель подъинтегральнойдроби содержитъ лишь
нечетныя степени т’а, надо радикалъ принять за новую перем’вНную,

т.—е. положить ' Уши”+ с = у; 
& для отысканія второго интеграла, содержащшо лишь четныя
степени ш’а, надо производную корня принять за новую перем‘Ьнную,

т.-е. положить (Уаз;2 + с); = я; 
этими подстановками мы нахожденіе обоихъ интеграловъ при-
ведемъ къ интегрироват'ю раціонсшъныж дробей. Въ самомъ
д'ЬлЪ, полагая, ______Уст)” + с = у,  
 

2 _ .

им'Ьемъ: ат? + с = 92, ажісс: усіу и 00”: За—Ё

, такъ что
(9 (3/2

—
0)__стіу

[ Фп—1 ($2)'т‘1$ : п—1 а = [ Фп—1 (3/2)
ау(Ат2+0)"1/а$2+с (А92;с+ с)"?!

[Ау9+(()“—АСП"

__ !А полагая ( Уашй + 0)”, = 5,

т.—е. 3——= я, шходимъ, что асс: 21/61562+ с. . . .(10)
Уаш‘н’ + с

и асіт=г 01$+Уаш2+сдіг=г.гсіт+1/агс2+ссіг‚ 
7010212“;+0

да: _` (72
2 ; в ___— _.деды., (а—гМш—Уаш +ссіг и уаш2+с—ы_22, 



_76___
но надо еще кром’із того выразить а: въ г’і; возвышая для этого

Въ квадратъ равенство (10), получаемъ:

а” $” = в” (сша2+ с): аг? 51:2 + 052, ег?

откуда (а2— ай) 51:2 = 022 и, еды., ао? =№;
`

[__-“2]
поэтому [

(”"—1 №) (1:1: —
(””—1 а (а — 22) дг

`
(Аа:2+ 0)" Удав?+ (3—-

[14——+0:]"
а '— 22:

@ (аг— ‚@)—'—

9п—1 (52) аг_ [(АС —- Са) 22 + 0а2]"
Прим. 1.К’=[/(6:1:—7)‹іа:___/:““ 0302$

_7_[
да:

‹ас2 + 9)УГ— 16 (т? +9) №"Г“—16 ' (тг +тг_ ю

Полагая 1/33? -— 16 = у,

им'Ьемъ: ас? —— 16 = 3/2, шая:: 311119, $2 = 92 + 16, дада: _ 31613!

].
ду ___1_ ду —

аСд'Ьд-э[(т2+9)1/П5_[(у2+25)у= у2+25_25]`(і)2+1_5

  
З!

‹1 ——
__

_ 1 5 _ 1 у __ 1 1419—16

_.-—5- у 2. _—5—Агсъ35+01_—Ё-Агсс3 5 +01.

и +1
5

Полагая же (Уш? —-16);= г, т.-е. —_—і__—= г,
1/00? — 16

имЪемъ: а:: г 1/51:24 _ 16,

да;:г №:‘Иш2—1бдг=22аш+7т2—1бсіг,
1/482— 16

—— сіа: аг_ 2 = 2__ - ___=____.
откуда (1 г )сЪх 1/56 16613,

1/332— 16 1 —22’

кроме. того ' 502 = 220132 — 16) =_г9 а:? — 1652

1622

_Щ
слід, (1— 22):с2: —16‚г2‚ 9:2 = —— Г:—22;



_77_   значитъ
".

да! —- аг _ [ ‹іг _’ (:::2+9);/а:2—16—
[_1—1622

_ 9—ти?—
г2+9](1—г2)

_______1‘312_Щ 1 5:13
(52+3)((5)г——3 бг+3 522—8 3—0 бг+8+

1 Баг 52+З 1_15т+31/т_2_—16—_: ___—_ .+02: 30 бт—зуЕ—2—16+02_30 52—3_ 810 52—13

Такимъ образомъ 6 732—16 7 5$+31/а:2—— 16К’=—Агсъ ___—— +___+С.5 8 5 30 бш—ЗЪ/шЁ—Ю

Прим. 2.

]“
(8ш+5)‹іа;

_81‘
$61.22

+5]`
да:

'(4т2+5)зт/ш2—1 (4.1с2+5)31/а:2—— 1 (4ш2+5)31/:с2—1

Полагая 1/332 —— 1 = у, иміземъ: $2 = 1 + 312, :ссігс: усіу
' тая: &и, сл'Ьд.‚ ] _Ау +Ву+ 00131

(42:2+ 5)8 1/30? -— 1
= [ (43/2 + 9)3 _(43/2 + 92+ 43/2 + 9;
  

дифференцируя, получаемъ: 1 = (43/9 + 9) (311312+ В) —
161+; (АуЗ + Ву) + В ,

(43!2+ 9)8 (43/2 + 9)3 43/2 + 9

откуда 1 : 12А у4+ 27А 3/2 + ЭВ

+ 43
— ім _ 16В
+161) +721) +811);  с.п'Ьд.‚ — — 4А+16В=0 А: 419,

27А—12В+72В=О В=15В,
1 4 15

апотому

]“
_ 4у3+15у

+__1__!‘
ду _ 4у3+15у +(43/2+ 9)8

_
216 (4:1;2 + 9)2 216 43/2 + 9

_
216 (4312 + 9)2

231 (4ш2+11)у’:с_2———1 1 21/332—1
1—21$›6‘°^1”°'°33+01= 216(4а:2+5)2 +1296А№ЪБ 3

"'О1.



—78+       _
___—_ : а:

Н 2— 1 = ‚_ . =олагая же (Ут )т е, т е
1/ш2— 1

г,

получаемъ _ шкіл: —-—— _—
ш=г1/а:2—1‚ дш=г 1.+т/т2’——1‹іг=г2даэ+1/ш2—1‹12$ _

и сд'Ь ;& —__а_г__-, д',
““$—_2—1—1—22’

__ 2

кромъ того $2: г2(а:2— 1)=г2 {1:2 ——г2‚ откуда, &=&;
поэтом [

да: __ аг _‚ (1 ——г2)2 аг __
у (4я32+5)31/ас2— 1

_
(5 —922>2(1_22)

(5 —Эг2›3
_

1 _

__[(г4—2г2+)1)‹12___—7823+502__1_'7_ аг __ (922—503 675(952—Б)2 675 922—5
_—

_—7828+502+171/_5_ 32+МЁ+0 __ 675(922—5)2 20250 32_1/Ё 2—

—28:с3—50:с _— 177? 3ш+1/5(а:2——1): _________ е_ 0.
675(4ш2+5)21/т “' 20250 3„_1/5‹$я_1)+ 2

Прим. З.  ]‘(Зш2+5ш2+4ш—11)с1а:_]'
(8т3+4а:)‹1т

+1'
(5т2—11)‹і:с   
  ($2 + 1)2 1/2т2+5 ($2 + 1)2 1/2аз2+ 5 ($2 + 1)2 1/2502 + 5

.

Положеніе 1/2аз2 + 5 = у
2—5

даетъ: 2аз2+5=у2, 2тдт=уду, т2=у 2

(3 у2—5___4)у_‹1у
-

(8т3+4:с)‹1ш 2 3у2—7дИ, СЛЪД',]`_—_=__= 2 2 =-([ 2
——

(т2+1)21/2а:2+5 (у—5+1)у(у —3)2
2

__1 9312—2162?! [_1_2_у_____2+7(у2)—3)а
__2____у2сіу+_(у_____2——3)‹1у=

=3 (3/2— $2623!=3 у2—3)2 у: 3 (112—3)2+ у(2—8)2

12! 22‘2 %У—““’ 344%"—*]=8 у(у2—З)2 у2— 3 у .у2—3 3 ;да—3:

у - у 4 ,у—уз’_‚___- _ ..|— __ __Ц3(у2—3) 3 у2—З= 3(у2—3) 31/3 у-и-т/з

`‚/2а:2—ъ—5 4 1/2гс2+5—1/_З-
“272+” 31/3 1/2:Б2+б+1/8 /



__19_
Положеніе же (72$? + 5 ›; : ;, т.—е. __2_“’_: д,

. 12$?+ 5

даетъ:
29:61:132т=г1/2:с2+5, 2а$=г

2:02—4—5
+72ш3+баг=22дгс+й2ш2+5ащ 

. ‹ _- да: (12

откуда (2 — гв) аа;: 72$? + 5 аг, _— =__ -

1/2339 + 5 2 _ 22’

522
кромё того 43:3.—— дв (2$? + 5)_— %? $53 + 522 и, слёд” $2: 4 2———2;—— г

поэтому
2522

!-

(5т2—11)с1т (4—222_11)д5
(:сг+1)2т/ё'эс2_+_5= [ № „132427
 [(4722

— 44) 012 _
(322 + 4)2 

  
4—232

=2]`8______Ог2—11(3г2…+4)д_=2!‘___ВОгЗа'г 11(322+4)‹і __
3224—11)? (322+4)2_ 2; (3224—4)2 г—

_8_0"'т[:_
1

]_22[
622 802 +_1_4

де: _
__3 322+4 3224—41: —8(Зг2+4) 3[322+4—

802: 21/3 8:1:1/2т2-о—5
_3(Зг2+4)+ 3133

___—ГМЗ +02_— 3(а:9+1)

+—7—;Агс’с$Ш—
31/3 1/2гс2+5

52. Вернемся теперь къ интегралу

[ {%:—1 ($) дас

(А$2+ВЩ+Ш" 1/аа:9+ Ьш—ч- с

въ которомъВ % Ъ не равны сразу нулю, и понажемъ,что помощью
изм'Ьненія перем'Ьнной можно всегда уничтожить среднія сла,-

шемыя въ обоихъ трехчленахъ.

При этомъ различимъ два, случая.

1) Первыя пары коэффиціентовъвъ трешчленаж нв пропор-
ш'оналъны, т.-е.

А В:*?“ 



——80——

&

Въ такомъ случай положимъ а; :: 511",___-___—
 

опредізляя числа 79 и т. какъ разъ изъ условія, чтобы по под-

становка; этого выраженія среднія слагаемыя въ обоихъ трех-

членахъ исчезли. Д'Ьлая такую подстановку, получаемъ:

(ісг‚+т)2
Ъ

Тсг—нт +0_ а (Тсг+т)2+Ъ (ісг-і—т) (г+1)+с (г+1)2 __
(25-1-1)2 г+1 (2 +1)2 ат2+Ьт+с=а

__(аіс2+Ъ7с+Ё:)22+[2а7ст+Ъ(іс+т)+2с]г+ат2+ьт+с_ (:+1)2 
И ТОЧНО ТЗКЪ ЖВ

(Аіс2+В1с+О) 22+[2А7ст+В(7с+т)+20] г+Ат2+Вт+С_

(г+ 1)2 ’ Аш2+Вш+О=

сущ., 1$ и т опредізляются уравненіями:

‚‘За (?ст)+Ь (75+т)+2с 1:0} .. ..... 11;
2А(7ст)+В(ід+т)+20=0'

( )

и такъ какъ по условію коэффиціенты А и В, а и Ь не пропор-

ціональны, то эти ур—нія дадутъ для іс+т и Тот конечныя и

вполніэ опредізленныя значенія —— напр., Е и 7], посліз чего сами

10 и т опредізлятся, какъ извізстно, изъ квадратнаго ур-нія

$2—Ег+п=0.

Легко видівть, что числа 70 и т окажутся всегда. вещественными.Д'Ьйстви-

тельно, р'Ьшая ур—нія (11), получаемъ:

Ът_ьс—св ‚с+т__2(сА——а0)
_аВ—ЪА’

“ аВ—ЪА ’

такъ что іс и т суть корни ур-нія
сА—аС ЪО—сВ_2._.. ————__* ЯаВ—ЬА

‘ + аВ—ЪА 0,

которое даетъ:

дъ @ : (сА—а0)2——(ьс _ 013) („В _- ЪА).
_—__ сА—аОіУ—ё г

аВ—ЪА ’



Но если корни трехчлена ат2+Ъас +в обозначимъ черезъ ос и В, то

71—2—0144” И -аі=0с5‚

откуда. Ъ : —— а. (ос + В), с : (ше,

& „ы., @ = а2 «Аав — с›2+ [(№—ь витые] [В+А(‹х+ @)
>
=

= а? {А2 ос? 69—2АСаВ+ОЗ+ВСа+ВСВ+В2осВ+АСос2+АСВЁ+
+ 2АСосВ +АВзс2В +АВосБЗ} : а2 (Аз:2 +В1 + С) (АБ2 +ВВ +0).

Когда ос и В — вещественны‚ то @ > О потому, что А1? + Вос + С и
А6? + ВВ + О имізютъ Одинаковыйзнакъ, ибо корни трехчленаАт? + Ва: + С,
по условію, мпимы и, сущ., онъ сохраняетъ одинъ и тотъ же знакъ при вся-
комъ вещественномъ ш’эь; когда же а. и В — мнимы и, конечно, сопряженны,
*то то же будетъ и съ Ат9+В<х+ О и А5? + ВВ + С, такъ что если

Аа2+Ви+О=Р+Бгр то А82+ВВ+С=Р—Бі,
‚& сліздч (Ат2+Вос+О)(А62+ВВ+С)=Р9+Б'9‚

'т.-е. опять @ > 0. Это и показываетъ, что корни іс и т ур-нія #2 —— Ей + “0 = 0
всегда вещественны.

Найдя коэффиціенты А7 и т, будемъ иміггь, что

(а7с2+Ыс+с)г2+(ат9+Ьт+с)__‚а122+с12 __ат + 650 +с_ “+1? _ (244? 
(Аіс2 +Віс + О) 22 +(Ат2 +Вт + О) _ А1 22 + С1_ИАСБ2+ВСС+О= (г+1)9 _ (г+1)2 ›
 

. 17а—А „; ;с_ @

крОМ'Ьтого віт=(г+)” (**-тг :( т);      (г + 1)2 (г + 1)2 ’

Ггп—Цтдт& слъ . [ _ _Д, (Аас2+Вгс+С)"1/ат2+1№+с

Т. (752+т)_ 2"_’1 г+ 1 іс—т __
]“

›

Ряп—1 (2) (12
__

[АЁ22+)01 пуГ—132+)01(25+1)
(А1г2+01)"1/а1г2+с1г+192+ 12

2 3 3 &
Прим. Для интеграла К:]`

( гс + Ц———›($2—а:+1)21/а:2+ш+1
7сг+тполагая «:=—__,

_ 2+ 1



_82__
(702+Тс+1)22+[27ь'т+(Ъ:+т)+2]г+т2+т+1 7 

   иміземъ: $2+т+1= “+1?
(%?—%+1)22+[2іст—(Ъ:+т)+2]г+т2—т+1тЙ—а:+1= ‹ -

(г—ъ— 1)2 ’

штык., 2ігпъ+(й+пъ)+2#0 и 2іст—(іс+7п)+2=0‚

откуда. Ъ:+т=0‚ іст=— 1,

такъ что Ъ: и т суть корни ур-нія 722 -— 1 = 0, т.-е.‚ напр., 70 = 1, т : — 1.

Поэтому

ш—2—1 д$_ 2035г т2+ш+1—322+1 2 +1_22+3_г+1’ _(г+1)9’ ` _(г+1)2’ сс _—-а: _(г+13)2*`

__ 1

,

2<г+18>
+8 %%

а слізд., К: —

Г52+3 #:822+1((34—1?
':_(г+1)2:|2 (г+1)2

_]‘2(г—1)3+3___(г+1)3дг_-"
(523+153)дг +;

(329+1)‹іг __
(‚29+3)2 1/322+1 (22—1-8)21/Зг2+1 (22+3)21/332+1  

 

_5
52612

___—+"”
(Зг2 + 1) ($2

(22+3)1/322+1 (22+3)21/322+1

Полагая 1/322 + 1 = и,

2 _- 1
иы'ізеиъ: 8г2: и? —— 1, 22 = и

‚ 2012:№
3 5

с!спад., [——°г—ё——= [2—т— ___іАгсьд 4%.
(22+З))21/32—1—1 “ 4-8 1/8 1/8

-——— / Зг
Полагая же (1/33? + 1); = „, т.-е. __ : „,

ъ/Зг2+ 1

находимъ: Зг: 0 1/332+ 1', Здг: 02 612 + 1/332 — 1610,

откуда, (3 —— 02) (13: 1/332 — \ (10;

.„2

кроміз того 922 :?)? (8.22+ 1) = 302 22 + ”2 ”› сл*Ьд.‚ 22:№7
‚&&&—+ 1

(322 + 1) (12 9 —— 81:2 (10

ЗПОТОМУ [___—___: —_—————-—-___-=(22+ 8)2 1/3г2+ 1 ”2 2 3 _ 125—+



—83— _! 271117

_[27—8®2+809а0_!'
№; 802% ___

(27—8р2)2— (27—8122)? _ 27—8®2+ (27—802)?—

__]' №; +і[„а[_ 1 ]_ 1 (21;
1: _“

8с2—27 2 802—27 "Ёувъч2—27`щзій—27)“
_ о 1 УЁэ—т/Э __— _ _ _ _ 0.2(802—27) 241/6 уви+у27+ 2

322+1+27332+1+8 б(29+3)_ Такимъ образомъ К:
175:

Агсгз

— _ Т 3—+ 1 21/83+т/Зт/8‚г+1 С 5 ат/т+а:+1_ _ _ ‚_+ ГСО'_—_+241/6 1/82—1/31/322+1 т/ (1—ас)1/2

(а:+1)1/а:2+а:+1 1 1(а:+1)1/_2—+1/8‹ос2+:с+1). _ _ ` 0.12(32—т+1) +24ув (ш+1)1/2—1/8(т2+ш+1)+

53. 2) Если первыя пары коэффищ'ентовъ въ трешчленаж
Аш? + Ва; + О и ат? + 635 + с пропорціоналъны, т.-е.

80.471; А—
7(Б

®|Ьсі 
то ур—нія (11) дадугь для іст и 76+?” безконечныя значенія;
но тогда производныя этихъ трехчленовъ отличаются другъ отъ
друга, лишь постоянъіымъ множителемъ, & слізд. (см. № 30), сред—
нія слагаемыя изчезнутъ въ обоихъ трехчленахъ одновременно,
если производную одного изъ этихъ трехчленовъ принять за новую пе-
рем’внную.

(4ас+5)дт
—2а:+3)21/4:с2—4а:— З
 Прим. Най'ш К:! (23:2

Полагая (№ _— 4ш —_8)„’,: Ву, т.- е. 8:1: _ 4 : Ву,

им'Ьемъ:

$=1+Т2у‚ да::ду, 4332—43:—3:1+4у+4у2—2—4у—3=4(у2—1)
;

1+4у+4уЁ—„—4у+6_4у2+5и 2ш9—2т+3:
2 2 ›
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а слід,  
Е:.-

(4 '7)02 _ уд; _ ду

(492+Ё)_;_у&—(%-—Б_8."(

‘! [__ 1—14 _-
4у2+5)21/у2—1 (4у2+5)1/у2—1 

2

Полагая 1/31? — 1 : г и, слід, у2 : 1 + 22, усіу: газ,

   

_ увіу
83.

(12: ' 42 3 А 1; ЁЁ __
"мъемъ' 8$ (492+5)21/у2_1:(422+9)2=9(452+9)+ 27

”° 3 3 +01“

‚4792—1+—2—Агс13 21/3/2— .9 (4у2+5) % 31+С1’
__ / ‚у

полагая же (1/ 2 — 1 :: @; т.-е. _—=у у ‚
1/у2 _ 1

ду д'!)

получаемъ: ;: ___2;
1/у2 __ 1 1 _ ’0

__ „2
зат'Ьмъ у?: „2 3/2 _ „2, откуда. 3/2 : 1 _ 02,

01 ‹1

И ПОТОМУ 14!`—————а—_—
: 14 _ПЗ—Ё—__—

::
(№ + 5)2 № —' 1"

<

— »
>
„ _ „$)

1 — 112

_14 _е;_____(2——1)‹іи__
284)

__ЁЁ дп __ 281;
# _ [(902—5)?” 45(91›2— 5) 45 902 _ 5

’
45 (%?—5)

—— 2 _ _
2 _

4_9___1/5 131; #5442: __28у1/32/ 1+491/5 23у+1/5(у 1)+02;
675 31, _|_ 1/ 5 45 (431 + 5) 675 зу __ 1/5 (3/2 _ 1)

& слід,  20 — 283; —2—-—_
2 1/312 _ 1 49 1/3— зу+у5 (Г.”

____—— ъ
:к 45 (4у2 + 5) 1/31 1 +227Аг° % 3

+
675 „-и—";,№4) “"О

17—1451: 1/4Ш2—4ш—8___—3,4—=_————— 2—4 _ {,

90(2т2—2а:+3)1/4т .я: 3+227Агс$

49%? бт—8+т/5(4а‚'2—4ш—3)___—‚___4—0.
675 6:0—3—1/5(4ш2—4а:—3)

54. Для большей ‹ясности резюми'руемъ все, изложенное

выше по поводу нахожденія интеграла

[ №, В) ат,

въ которомъ В: Уш»?+ Ьт + с.
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1) Прежде всего отдэъляемъ (№ 43) рашіоналъную часть

отъ ирраціоналъной въ Функціи Да:, В), приводя ее къ виду

Ё +М 1

Ы Й Ё’
к М . .

гд'Ь Ё И Й _рашоналъныя дроби, такъ что

И М да:

2) Ищемъ [%сіт по правилами, изложеннымъ въ гл. П.

3)Изъ об 3—1 Ъе' дле ю частъ/(аэ)др и № д л шемдь вы т я ма шълу ‚: ,

такъ что
Л] . Р
Ё=іЁ<Щ>+Ё7

Р .

при чемъ Ё _тоавилъная рацюнальная дробь.

%%=и‹ш›%+у%в
%

4) Интегралъ [Д‘(ш)% ищемъ по способу неопредъленныхъ

коэффиціентовъ, полагая

[г„<т›%=/;_1‹%>В+Ч%    дт
ня ч ___—_;_——:—— [ %%ч—ВЗ—і—Оп

иа 0ином ,то—"1/0ш2—ъ—Ьт—і—с т/а 2 р >
2!

и[——і:і___= ёАгссоз—Ш— при съ<0‚ но 62— 4ас>0.
1/аас2—і—Ът—ъ—с 1/—а 1/ь2_4а 
5) ’Разлагаемъ знаменатель № на вещественные множители

1-й и 2-й степени, и если, напр., окажется

№:‘(т—оъ)т(т —— (”".... (Аа;2 + Ваз + О)р (Еще2 + 17:10 + 6)“…‚
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Р „то представляемъ дробь Ё подъ видомъ с.п'Ьдующеи суммы:

Гзр—1 ($)
Г29—1 ($)Гт—1 (а:) Гп—1 ($) +(Авг:2 + В.::+ 0)Р (Еа:2+ Ел: + (})9(т — «)т (а: — В)"

  „+ +...,

гді; Ёп__1(сс)‚ {”_1(5с)‚. . . . суть цізлые многочлены (т—1)’0й‚
(п—1)’ой и т. д. степеней, коэффиціенты коихъ опред'Ьлимъ
`по «способу неопред'Ьленныхъ козффиціентовъ». (Возможность
такого разложенія была доказана въ № 17). Тогда, Р е_і_:с_ 1 1__(:с) ‹іа: 1“ _1(:с) дш+ 7024—10”) да:[_1337—ц)т'Ё+[(;—в)пВ+ + (АтЗ—е—Вш—п-О)!’ 757+“…

6) Интегралъ ”“_—:“)т
($)

(% ИЁцемъ по способу неопредэълен-
нытъ коэффиціентощ, зная,Вчт0, если ов обращаетъ трехчленъ 132

въ‘нуль, то
Гп1—1($) _Ф_т___—1($)В+Ода:
(ш— “)т Ё: (ас— ос)… 

@ если ос не есть корень трехчлена В”, то  7Ст—1 ($) {13 __ ‚;…—2 ($) …[($—ос)тВ_(а:——щт—1В+)\

].
ЦрИ ЧЭМЪ ИНТЕГРЕЪЛЪ "' ___—ГЕ

НЗЪИДЭМЪ, полагая СБ— ОС—_ ?.
__ (1

Также поступаемъ ДЛЯ ОТЫСКЕЪЪПЯ Г"
_;321 ;, И Т. Д.

7) Наконецъ, для нахождевія интеграла

".
Г2р—1 (33)

21—33

(Аа?2 + Ва: + 0)?“ В

сначала уничтожавмъ въ Аа:2 + Вяз + О и асс2 + Ьсс + ‚с члены

1’20 измпзренія, полагая

7сг+т А В_ „1 ПРи :*?  
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2

’ _ А _ В .и (асс +Ьаз+с)$—аг при 0—3,

& зат'ізмъ отдг/ьляемъ въ подъинтеъралъной функти нвчетную
часть отъ четной, % для интегр'ированія первой полагаемъВ: и,

. _ :
а для интегрирования второи жолашемъ Ви ::

55. Если не дізлать различія между вещественными и мнимыми корнями
„ ‚ Р

знаменателя № выд’Ьленнои выше правильном дроби Ё и представить его по-

этому въ видів произведенія

К(ш—а)т(а:—В)"(а:—т)р.….(:с——)\)3,

Рто дробь —— можемъ разложить такъ:  №

Р _г _1‹т› г„_1‹а‚-› {:о—№) т1_1(т)
“17%?—а›т"'‹ш—в)п+‹ш—т›р+'"*$—№

а потому

Р ‹!а;_ г…__1(т) 513 г„_1 :с) @ +УР_№)
(1:1: [_с____1__(асдхЁЁ_ (ш—_Т)т +.[(эс—_Ь_М (:::—ЮР 75+ (щ—ю8Ё

Два изъ корней знаменателя №могутъ быть и корнями трехчлена В? —
предположимъ, что это будутъ ос и 6; тогда т,. . . .)\ ужё не будутъ корнями
для 132, & сліздч

Р сіа;_‹рт_1(гс) ф„_1(а:) Фр—2($) скіас

}_Ё ЁЁ(__ш—ос)тВ+(__ш—В)”Н+{—_(ш—у)р_1 +[(__—_Ю—‘{)В |-..…—|-—

‹ ‹р_2‹› шас
\(т-з—М8_1Е+[(т—Ж)Ы}’

ГМЗ фт_1(сс), ф„_1(а‚')‚. . . . цёлые многочлены (т — 1)’ой, (п— 1)’ой и т. д
степеней, а. с,. . . .1— постоянныя чйсла. Соединяя теперь всё раціональвыя
дроби правой части въ Одну, &. всі; интегралы— тоже въ одинъ, получаемъ:

Р сіас ‹р №) ‹1

[1% Те@@Пс) ?
гд'в <р (а:), 4: (а;), 6 (а:) и (:> (%)—цізлые многочлены и дроби ф(—$;

и 6—ЁЁ)›—правильиьт.

При этомъ

Ф (90) = (00 — ос)(а: — В) {($ — °‹)"""1(дс — Б)"—1 (0?
— т)р_1----(‹Ю— 705—1}

и ш(‹в)=(ш—т)....(ш—А);
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поэтому, если положимъ

В = (:с — “)т—1 (а: — В)"’“1 (а: —- т)Р'—1. .. .(а: — Ж)’_1,

при чемъ, какъ извёстно, это 1) есть общій наибольшійд'Ьлитель между зна-
менателемъ № данной подъинтегральной дроби и его производною),@ черезъ 131

обозначим общій наибольший дгьлителъ между ттьмъ же знаменателемъ П и, под-

кореннымъ количеством В?, то
‚ №

ФНФ—В-Щ И (”($)—Щ.
Предполагая, наконецъ, что

ш(а:)=(т—т)....(ш—е)(А:с2+В:с+С)(Е:с2+1'"а:+ Ст')....‚

6 а: „ .
и разлагая дробь

( )
на простіишш, получаемъ окончательно:

Ф (87)

Р 01$__<р(а:) (1:0

[Ё _Ё—В_В1В+с[(—_т—т)в+”°`+

 
+е[

дав

+].
аю—г—Ъ ‹1_ш+ ЩЁЮ+

(ас—е)В Аас2+Вш+СВ ЕшЗ—е—Еш—ъ—д В' 
56. Въ н'Ькоторыхъ частныхъ случаяхъ интегралъ [Пт, В) да: удобнізе

искать не по общимъ, изложеннымъ выше, способамъ, & прим'Ьняя какіе-либо

спеціальные пріемы. Изъ такихъ случаевъ отм’Ьтимъ два.

1) Интегралъ іВ” да: легко найдемъ, примЪняя интегрировдніе по ча-__
СТЯИ'Ь:

[вп аш=тВп—п[шВп—1ан=швп— %[тВп—г(2аа:+Ъ) (1:10:

:тВп— %[1271—“2(2съаэ‘д’+Ьа:—я—Ьас—|—.‘20——!):13—2с)=ссВ”—|—`

— ”[В‚“'—2(ш132+1ш:+с)с1а:+%] В̀п—2_(Ьт+2с)сіас=

:шВ" —пуВпат+912ёу1іп_2шсіш+пс[3”—2дас;

 
еды…, (и + 1)! В" да: : $12" + %) Б”“? (2аш+ 17 — 6) 01:1: + пс[3"*2 дас :

_2
:шнп+%[т—М(Вй)+”—(%—и[вп—гат=

__2
=тВ“+;%[В"—1ЁВ+Ш%Щ[В"_2№‚

2шс+Ъ % 4610—62п : п __ п—2апотому [В да: “”+““ +п+1 4“ [В дис..



'
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Прим.

[(УшЗ—і—М: —— 1)5 да:: $35 —— 5[т33(а:+1)сіш: :сЕ5 —— 5 [ Вз(т2+ш) да::
: шВ5—5 [135 с!т+5[1?‚8

(аз—1)
адс=шнз_5[1вздас-в- %] 128 (2а:+2—4) ‹іш:

=тВ5—БУВБдш—п—ё—[ВЗЩЩЭ—і—Зш—1)—1о[38дт=т35— ЗУЕГ’аш—п—

+5[1з4сш—1о[38дш;  еды.,
6]`взаш=ш1еб+1аб—ЮуЕ-Заа:

и [ВБдш=ш:135—%[Вз‹іш.
ДалЪе

[Взага=ас1вз—3[т13(ш+1)‹іа::шВЗ—3[В(ш2+2т—1—а;+1)‹іш=

:шВЗ—З[ВЗдт+3[В(ш—1)‹1ш=тВЗ—3[В3аш+%[13(2ш+2—4)‹іш=

: $1384 [ 38 дес+ %} на (вашу Вдас=шВЗ——З[ ВЗ ‹іа:+3 [Вг ‹т—в [ ваш,

  
 

такъ что
4ХЕЗ дш=тЕЗ+ВЗ—6_`‹В‹іт‚

:с+1 3
откуда [Вздсвг— 4 ВЗ—ЁуЕсісс,

асдъдч [ВБа$=ШВБ_5(Ё+1)Вз+і-‘.Ват.6 12 2

Наконецъ,

2 _ _.[№=„В_[„<ЦВ_1№=$В_Ё№№=
_ _ (ш—1)дт_

__!" [250+2—4
___асБ, [Едт+]`—В—_ш3 Едан— Таш_

_ `

№2) ат_ аа:
_асВ—[Вдт+_[ 23 —2[_Ё_тВ—[Ваш+[ав_2[Ё‚

откуда [Всіш=№—і(т+1+3)+01‚
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“"1'21[234—532+15]Вы—Ё—цш+1+1з)+с= & слід, [ВБ аа::
=$Е1(2т4+8:с3—ас2—18$+22)В—-Ё-Ц$+1+В)+

С. 
57. 11) Если въ интеграл;

[
(оса: + В) до:

(Ат2+ Вас+ О)“ 1/аэр2+ Ьт+ с

А В
ИМ'ЁЗМ'Ь, ЧТО Ё=г=т‚ &, числитель не содержитъ 513,8, такъ

что интегралъ имізетъ собственно такой видъ:
 

{5123___/+___+7
(таза2+ тЬас+ с)" Уши? + 0.1; + ск=у

/

то можно непосредственно примізнять подстановку Вт: @

Дізйствительно, полагая

(УТГ—у— 2асс+Ъ__
аш—п— ш+ст_г‚т.-е. 21%, _-г‚_ 

получаемъ: 2%+ 1) : 221%,

откуда Задав: 2Всіг + 222—030? сіа;: 213015 + 2524$

и, еды., (@ — 22) сіаг: Воде, % = 54272-

Кроміз того (2%+ Ь)2: 422 В?,

т.-е. 4а2ш2+ 4аЪас+ 192 : 422(аас2+Ьаз+с)

или 441-01252 + Ъзс) + Ь” = 422 (авт2 + 613) + 4039,

откуда аш2 + Ьав: {%%—3%;

4 2—ь2' 40 _- 2

слід, таш2+тЪаз+О=Щ
“

4(а):_'_22)(а „›  



+91—  _ сіг& ПОТОМУ К '—
@ 4 (тс — О) 32 + 4аО — 77:02 " :

4(а—г2) ] (а—г2) __114
@]“

(а — г2)"_1сіг
[4(тс — С) 22 + 400 — тЬЁГ‘

.

д.23
Прим. Найти Х_У .

(а:2 —— 230 + 4)2 721$? — 4$ + 1

     _— 0 _Полагая (72$? — 400+ 1); =г, т.-е. ЁЁ; 22 или 2 (ш—1): 21%,

и ”13 _ дт (15
м емъ 2сіш_В‹іг+гсіВ=Всіг—ьг2‹і’а; и, слід, — =—°

‚ В 2—22)

\ кром’Ь того 4(12——2ш+1)=г9122=22(2х2—4ш—4—1),

т.-е. 4(асЁ—2ш)+4=222(а:2—23с)+59‚

22—4 12—722. 2_ __ _ __откуда т 2$_2(2—22) п,сл’Ьд.‚ а:? 2ш+4_2(2_22)‚
(2—22) ' ‚@@—2а о 01К=4 ___ __ 2:птьу (12—129)? *((732—1212‘1

Ё“ __ 'г 1% 277+21/3__21(722—1))— 722—1)— 21(7г2—12)+ 841/61 2у7_21/3:
—1 13

_=_ ‘) 2$
) В+ _11/1.(ш—1)+1/ЗВ-

44$ —2т+4) 841/211/7(а:—1——)1/3 В

58. Къ разсмотр'ізннымъ выше интеграламъ приводится ин—

теграла раиіональной функціп т’а % двуж корней нвадратнытд
изъ двучленовъ 1’ой степени, т.—е. интегралъ вида,

(Дас, Уаш—ъ— Ь, 'Уат—і— @) дас 
ДЛЯ чего надо одинъ изъ корней принять за новую перем’внную.

Дёйствительно, полагая, напр.‚ Уж+ 6 = у, 42—1) 2011им'Ьемъ: аш+Ъ=у2‚ @=“ “ ‚02:1:=у—]›
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& ели., 5Г(ш‚1/аш+б‚ Уот—і—Зуіш:: “(у?хь’ %УШУЪ/іу =Х<9<317В>6іи  
.

___,/__—
гдіэ ‹?

—— раціональная Функція и В: Уауй + (1$ _— Ъос.

Прим. Для отысканія
— сіш

]=[——-—_—:__-—__':(ю+1/а:+2)1/т+1 полагаемъ: уш+2=у‚ откуда аг=у2—2‚ дт=2у01у

и‚сл*і;д.‚ 1:4`
23/53] =[Щу_—_:=(у2—2+у)1/у2—2+1 (у2+у—2)т/у2—1

__ _2__
ду 4 (13;

________+_[_______.3 @—ц7№—1 3@+®#№—1

Полагая 1/31? — 1 := (у -— 1) г, иміземъ: у2 — 1 = (у — 1)2 22;  
  
    

22+1 ——4ггіг: _— 2 =—-———— =;—
слЪд.‚ у`+1

(у 1)г‚ откуда у 22_1‚ ау (22__1)2

2_
и [№=—Хаг=—г+01=—

3;
114-01-

‹у—1)т/у2—1
_

А __ 1 _1—2и & _—‹іи
полагая у+2_-й‚откудау__ и у_———и2 ‚

!*
ау [

ди

получаемъ: __;— = '— —‘_____‘::
(у+2)1/у2—-1 ч/Зи2—4и—і-1

__ __9 __
_ ‘ 2_.

=__1_:1<3“_2+В
+02’=——Ё:1№+02’=

1/3 1/ 1/3 1/3(у+2)

__ __ ‚_.— 2—
=__1=: % им” 14—02-

уз у+2
Значитъ

да: 2 1/11]? —- 1 4 —2у—1+1/Ё1/у2——1'[ё=——‚———_=1/+С=(а:+1/ас+2)1/ш+1 3 9—1 31/8 у+2'

___1_ 1/а:+1 __ 4 1—21/ш+2—1+1/3(т+1)
21/цг:+2-—1 Зъ/Ё— 1/а:+2+2

 



$ 3. Интегрированіе дифференш'алъныхъбиномовъ.

59. Дифференціальнымъ биномомъ наз. произведеніе

%* (%“ + №3)” №3. 
Разсмотримъ сначала ті; частные случаи, когда его интег-

ралъ можетъ быть выраженъ въ конечномъ виш]; помощью

извЪстныхъ намъ ФУНКЦіЙ, при чемъ будемъ считать есть пока—

затели—— раціональными.
Самый простой изъ такихъ случаевъ тотъ, когда, число 19——

\ .ц’влое. Если оно при томъ положительное, то, очевидно, надо

лишь развернутъ (авва + 1993$)" 770 формулть бинома Нъютона %

мримтьнитъ затпма теорему объ интеграть суммы.

2 | 2 _з
Прим. [91:3

(2:0—2 +895?)2 ‹іа:=[:в° (4ш—4+12т 5+9т)ат=

_Ц _5 5 2 '7 1 2 в

=.[(4ш 3 +121: “+9ш3)‹іт=—17т3+72ш“+%т`3+0.

Если же число р— цізлое, но отрицательное, то, сообразно

съ № 36, интегралъ найдемъ, введя новую перемгънную—имевно,

положит; 8
97 = у ‚ 

гдіз з—наименъшее кратное знаменателей чиста 77, ос и (3.

_ 1 з 2 __ 2

Прим. ] =Х ас
* (4:1: 5 — 9903 ) да:.

Полагая а: = 3130, получаемъ: да:: 80у29 ау

`_ ___—__у15929‘13/_ ___узау _ [Ё _8_2 33)“ 1—30[(4у18—9у2°)2—80[(4—9у2)2_10 274—2433! +729 ду+

2560 8у2_1 _ 93,5 803,3 1603;
№5

12у2_4
01 _"‘ 729 [@@—4)? у— 97

+ 729
+

729 +729 (9312—41)? у  _54у5+80у3+160у+№]'
сіу

+ЁЗЁ93'
Зуйсіу ___

729 729 93/2 — 4 729 (93/2— 4)2

\____А_____.1



__94__

=А+6Ю ‹іу 820 (_ 1 ): +640!“
‹іу

93/2     729 9у2—4+2187 % 9у2—4+

__3__2Оу 320 ау __ 32031 + 2240 сіу _
_2187 (93,2 _4)+21_ь_7 9у2 — 4: 2187 (9у2 _ 4) 2187 9372—4—

_ 54315 + 80313 + 1603; 8203; 560 Зу —— 2 ___
729

_ 2187(9у9—4)+656113у+2+ О—

_‘__ ; _'_

524$
‹, + 80.701—°+ 1602730 3204:30 +_560 вас“— 2_+ О

729 _1_ 6561 _1_
'

2187 (9:1:5— 4)
_

вас 80+2

Замізчаніе. Очевидно, что если ;) =0, то интегралъ тоже вы—`

разится въ конечномъ виді; при любомъ т—именно, будетъ равенъ

іі+1$ + О.іс+1

60. Если число р—дробное, то обыкновенно упрощаютъ
дИФФеренціальный биномъ, вынося степень 56,9 стоящую въ

одномъ изъ слагаемыхъ, за скобки. Д'Ьлая зто, напр., съ а;,

получаемъ: і: [ ш" (№,“ + 19905)? сйт:
: [МН” (@ + ЪтВ—“У’ 01:5: [тт (@ + 19$”)р сйт, 

гді; т:]с—і—ар и и: 5—04; число т наз. поназателемъ внъ.

снобонъ, п—поназателемъ въ снобизхъ, & р—показателемъ надъ

скобками. Если теперь положимъ

а+Ъш"=у‚  то получимъ: ш=<у_а)" и сіш=7—:—д(у_а)" сіу,

& слід,
… 1 _

т+1_- ___—1
і=[(у"”)”уР‚З—„(у;——“)” сгу=№2„—д№9—а›" вгу;  
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примЪвяя къ послёднему интегралу сказанное въ предъидущем'ъ
№№, заключаемъ, что интегралъ выразится въ конечномъ видіз'

1
при любомъ дробномъ р, если только число („‚_-1- —1>——шълое

7либо равное нулю, при чемъ если оно отрицательно, & р = ?‚
гдіз чйсла т и 3 — Ц'ЁЛЫЯ, то лучше, очевидно, положить сразу

@ + 6113" = уз. 
 _ 2 _!

Прим.1. ]=[ш“(!$—ья: ) 762.13.

1 т+ 1 ’З—
+ 1

ЗщЪсьр=—Ё—дробное‚но —1=—1——1=4—ц1;лое>0;
?

поэтому, полагая 4 + $3 = у,

имЪемъ: ас : (у — 4)3‚ 01:8: 3 (у —— 4)2 ду

. _..1 _!и,слЪд.‚ ]=[(у_4)2у *.3(у—4)2ау=з[(у—4)4у ”ау:
_1

=З'[{у; —16у`;+96у;+256у%+256у’}ду:
9

_3

:) 5 :'1=Ёу —Ёу +%ут—ОТ1Ё +51‘Зуё+0:  ‹) .)
1 2 х 2 1: {Ё—(4+т%)4— %:

(4+ш3)3+
1—2—

(4+а:3)2——
5% (4+ш3)+512} "/4+ш1'1+ е_

 . 1/0_ /— 1 !

Прим. 2. 1=}_“_$_13аш=[ш—1(2—хт)* ат.

1 т+1 ———1+1
%ЗдЪсь р=Ё—дробное‚а

'

—1=——1———1=—1—ц лое<0‚
?

почему полагаемъ 2—1/ Ш =у2;
тогда ш=(2—у2)2 и ‹1а:=——4(2—у2)усіу‚

-_ у-4(2—у2)уду_ Жду [
2 :аслгЬд.‚ 1—._5`——(№__4[Г2—=4

1+у——2_2 .ду

=4у4-—— „___——#2 +0=41/2—1/Е+2ъ/2›'1Щ
1/2 у+1/" 1/2—1/50—1—1/2



 
ПРИМ-З- 1:5351/1+_Ё/1_2‹1а3=[ш

:::—%(14—32“ніж.  
 

а:

1 т+ 1 %+ 1

ЗдЪсь р=—-—дробное‚а —1_-: —1=—3—цізлое<0;
2 п __2_

3

полагая поэтому 1 + 5
___у2 или 1/3)?_ (у2 — 1)'1

1/ш2
__3 __5

имёемъ а::(у2—1) ’ и дт=—8(уЗ—1) 23/0131,

_ _! __5 201
_ =_ 2_ 5 2___ 9 =_ ‚_у_у_—=

& еды., 1 [(у 1) .у-3 (у 1) 9019 3
(:,/2 _ из

1 =_Щ 3 ду ‚ 3 Ш _
=Ё<2№Ьы>1 муи—ыгтУшз—ЦГАИЁ ‹уэ—цв

2“
ь___1

_ З ду ‹іу
“А+ЁУу2—ГР+4[уа[Г,(у21214—1)] 3142—1+

Зу 3 сЪу _ Зу Зу _3_ у—1 0——
+8(у2——1)_8[3/2—1_4(у2—1)2+8(у2—1)+161у+1+

"

_ЗУ1+$_%+ЗУ1+т_% 311/14—агё—1   _4‚ _“: 16 ‚ +0:
41: 3 8.1: “ У1+$“з+1

“8 2 З 1/.'в3—|—1—-5Ё/_
— а: %+1+—- %% +а: З+—1-————————-+0:

т3+1+1/ш _ 2 _
э __

=Ё<ш+ё$т>`/т3+1+%1<'/ш3+1——Ё/а:>+с-

61. Вм'Ьсто того, чтобы выносить въ двучленіз аЮш—і—ЬЩВ

за скобки а:, можно было вынести $$ ; Д’ЁШЪЯ это, т.——.,е иначе

говоря, вынося въ дафф. биномэь ос”…(ач-Ъш)сіас за скобки т",
получимъ, что 1: [%%—”°”

(аэГп + Ъ)р (1:0; полагая-же т1=т+пр‚ п1=—п‚
т 1 т п 1 1

имёемъ Г'— =( + РН— =——(Ш+10)7
921 —-п п
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почему, на основаніи предъидущаго №-а‚ заключаемъ, что инте—
гралъ найдется въ конечномъ вида“; еще въ случаЪ, ко’гда числот + 1+р— ц‘влое, либо равное нулю.

62. Итакъ, интегралъ [ тт(а+Ьаз“)р сісс выражается въ
конечномъ виш“) въ слёдующихъ случаяхъ.

1) Когда число19
—— ц’влое; при этомъ если оно положительно,

то интеграла нашодимъ,развертывая степень (а+ Ьт")р‚ & если
оно отрицателънщ то для натожденія интеграла полтавмъ
и = у‘, гд'і'з з — наименьшее кратное знаменателей чиселъ т и %.

т + 111) Когда число
сводима на предъидущг'й, принимая двучленъ въ снобнахъ за новую
перем‘внную.

т+ 1и 111) Коъда число

' случай приводимъ ко второму, вынося ас” изъ двучлена за скобки.

Прим. 1=
[1/1——+$дт=]`ш_

5()1+335 ‹іш.

Зд'Ьсьр и т+1

 — ц’влое либо равное нулю; этот; случай +10 —— ц’влое либо равное нулю; этотъ 
— дробныя, НО

т+ 1
+10 : 1 — цЪлое > 0;  

 
поэтому пишемъ, что і: [ (ас—1 + ЦЗ дт,

.и затізмъ полагаемъ ас_1 + 1 = 3/2;

тогда
'

а::
3/2—15

и ‹іа:: _— (угадун

& ”“’ Ь‘Муёу—ЩЁР „ЁЗГЁП—Ё—‘Ё—Ё @=

Ъ/ш'1+1 1 1/1:_1+1+1
-—————_+—1——————___ +0:

% 1
_

2 1/33—1+1—1

=1/а32+ш+1(1/т+1+1/Ё:)+0.

63. ЕСЛИ НИ ОДИНЪ ИЗЪ указанныхъ ПРИЗНЗКОВЪ ИНТЭГРИ-
руемости не выполняется, то, какъ доказалъ впервые (въ

7
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1843—мъ г.) руссній математикъ, академикъ П. Л. Чебышевъ,
интегралъ дИФФеренціальваго бинома не выражается въ конеч—
номъ вид'Ь помощью простійшихъ функцій, & представляетъ но-
вую функцію, зависящую отъ показателей т, п и 10. Для изу-
ченія ея свойствъ надо по возможности упростить подъинте-—

гральное выраженіе; съ этой цізлью прежде всего преобразовы-
ваемъ его такъ, чтобы двучленъ въ скобкахъ имЪлъ видъ 1—2,
при чемъ надо различать два случая.

1) Коэфиціенты @ и 1) одного знака.        
Полагая тогда @ + 11:0"= %‚

1 —— 1__
ИМ'ЁЭМЪ: 656“:Ц, а;" = 1 2 .

г Ь г ’і _1_ $ _1_ _ 1

‚Б _ а п 1 __ 2 16

2% _ 1 & 7$ 1 __ 2 п
@слд.‚сс_(—ь—)(2)‚с _—п ь (Я 22

Ш 1 і і._ 1

і— 1 а, 11 1—3 и а
)р

а и 3—2 п
ЁЁ _И __Ё[(Ё) (г (в (Ь г 22—

т+1 т+1 ` т+1—р+1 -———1
019 а д В п;(?) [г (1 — г) 022

П) Ноэфиціенты @ и 11 разныхъ знановъ.

Въ этомъ случа'із полагаемъ просто Ьх” = _аэ;
тогда

3. і і _1_1” п
т=(—%)"гп‚ ‹іш:%<——Ё—) в ад и а+Ьш”=а(1—г)‚

Е. 131 '
'

_1_ _1 _ 1' 1 а п ?: ` @ п п
& еды., [:Ъ—“_?) г -ар(1——г)р-(—Т) @ від: т+‘1 т+1

1

43—97]; "
(1—231’42.
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Прим. 1. Уцростить ]=

].
30% (2 + За: '3’)% да:. Полагая 24—337“ =Ё,

им‘вемъ:
.

' 2(1—г) 40—е)? 81—гдг _8(1—г)дги _ _ _ __ _:ас _
Зг

,а:_
922 ‚61:1:_ 9 ‚г 22 933 ’

& сл’Ьд.,   .(3)%_(1—г)‹іг_ 1в{’/_2`]«2_Ц
. а 2 1

Прим. 2. Упростить 1:1}: 5 (9 — {с в) ’ д.т.

Полагая а: 3 : Эг
‚ .‘ | 2

получаемъ: т:27я*, да::Ёгчсіг, 9—:г3=9(1—г) и, слід, ]=[27ё гё-ЭЁ (1—г)%-%г% дг=729293 [21%(1—2)‘ №.

64. Когда дИФференціальный биномъ приведенъ кь виду
@ (1 —г)’ №, то можно еще‚ помощью интегрированін по ча—
стямъ, уменьшить показатели т и 3 по абсолютной величині;
такъ, что они будутъ заключаться между —% и +%. При
этомъ надо помнить, что при подведвніи пода знака дифферен—
ш'ала того имт дружит изъ множителейг и (1—2)8 показатель
’еео повышается, показательже дружи, по примтьненг'и формулы
интегрироват'я по частямз, понизится.

- Поэтому,` если 1) требуется одинъ показательпонизить,адру—
гой повысить то способъ дізйствія нсенъ самъ собой; если
2) одинъ изъ показателей надо понизить, не мтьняя дружи, то,
примЬнивъ интегрированіе по частямъ и получивъя”” (1—г)"'
либо г'_'(1—‚г)+‚ надо воспользоваться равенствами

,

2Т+1<1 —‚г)‘°_1 =2'-г(1 ——г)8_1:
=г'(г—— 1 + 1)(1 —г)8—1 =—г'(1 —г)‘+г' (1 —г)`°—‘

и Ра—г>*+*=г""'‹1—г>*‹1—г>=г'—'<1—г›*—г'‹1—г)“;
*:*
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зиймъ, если 3) требуется одинъ показатель повысить, не мэъ-

няя дружи, то надо предварительно помножить биномъ на
[(1—‚г)ч—г] (т.—е. на, единицу) и потёмъ, разбивъ интегралъ
на, сумму двухъ, примёнить интегрированіе по частямъ; нако—

нецъ, если 4) надо оба показателя повысить либо оба понизить
то сначала повышаемъ (понижаемъ) одинъ, не М’ЁНЯЯ другаго,
& зат'ЬМЪ управляемся со вторымъ, не меняя перваго, ужё при—
веденнаго въ нужныя границы. Оліздующіе прим'Ьры вполн'Ь

разъясняютъ эти общія указанія.

_ _3 4

Прим. 1. ]=[ш Ё(1—а:)3‹іас.

3 4
Здізсь т = _? ‚ в = ?; т надо повысить, а з —— понизить, поэтому под-

_3 _

водимъ а: 5 подъ знакъ дифференшала:

1'=[(1_ш)3а[—2ш_Ё]=—2ш"%(1—ш)%—%[ш_;(1—т)% дас.

Прим. 2. !: [;((1— а:) _в дас.

Зд'Ьсь надо понизить т, & повысить з; поэтому пишемъ, что

! _.! 15
]=[шёа[3(1—а›)3]: За: %(1—00)_3—

2
:с %(1—т)—%‹іт.

_!
Прим. З.1=‘[:с`3(1(—т)3 да:.

ЗдЪсь надо понизитъ т, не мтьияя 5; поэтому поступаемътакъ:

. _1 8 ‘2 3 2

1=Уас%(1—а:) т‘аіа:=[ас“оі[——;-’—(1———ас)з]=-——Ё—_адт‘7(1—ас)з—ь-
___—1

1+—ЗР? (1— а:)всіас=А+—2$!“(1—т)(1—ш)"3аш=

=А+Ё_[(т _а: )(1—а3) дш=А+ЁХт (1—ас) дан—

9 % —з—Ё[ш(1—:с) дт;
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перенося послЪднійчлевъ въ д'Ьвую часть и д'Ьлая приведеніе, получаемъ:

18
& —эТ1=А+—[ш (1—50) да:,

.

_16
__1

откульа 1=
—8:вЁ—а :с’Ё-ь)+1—9т'3[1((1—ш)“аш.

›

. 1 3
Прим. 4. 1=[$5(1—ш)’2 да:.

Зд'Ьсь надо, наоборотъ,понизить 5, не лишая т, для чего поступаемътакъ:

1— 030 )%а — (1—ш)%сі 3 3 —3 31—т)Ё+_; _а:
::=—_" 4:1: _Та:(

ъ______\
А

9 % % 9 % %

+—8—"‘:с
(1—30) ‘*‘—““А““ЁР’ (т—1+1)(1—а‚') №::

__ 9 :'г % 3 „[ит—А—ё—[ш
(1—аэ) ‹1а:+—За:… &=&:А—81+8 (1 а:) да:;

. | |слід, Ё1=А+ЁУ$3(1—ш)’аш8 8

. 6 а:“ипотому 1:1—7а:
(1—ш)% +——;Ушё (1—5); да:.

Можно этотъ интегралъ найти еще и такъ:

_ 1 1 1 1 4 1

1="`.'1:3(1—.11с)(1—ас)тдш=[:сЗ(1—а:)5&ш—[шЗО—тіаш:1+_1
4 з

=і+[$%а[%(1—ш)%] =і+%ш“(1—ш)п+
8 % % _° 2

% _ Ё_Ё]'—Ч[т (1—го) сдас_]+?а: (1 а:)
9 ‚

17- 2 а г ; „откуда Ё1=Ёт (1—33) +].а: (1—т) а:

- 6и, слізд.‚опять ]=_1_7$‚3‚_(1Ё+1_97[$‚1();1_шдт_

'

_ 5 9

Прим. 5. ]=[т3(1—т)7‹1:с.
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ЗдЪсь надо понизить и т, и з; поэтому дёйствуемъсліздующимъобразомъ:

і—
[асЁ

(1—т)’да::[Ёд|:———6(1_ш)7:|=_7_630
(1—33)76+

|_16___я
А

85 1 '_6 35 1 9

+ё71-[а3‘0—ш) 7 дш=А+ё—4.[ш“(1—т)(1—т)7дш=

_ 35 % 3 35-
_А+Щ_"т (1—т) джей],

-__28 ;“;
№ 85 _}, ;откуда ]— ®“; (1—ас)7 +93!“ (1—ш) да:.

Затізмъ

11:13:а (1——аг:)`7 ёш=[(1—т)ёд[_%шё]=%шг(1—ш)3+
!_Ё_}

"'Ё—Ё $5(1—т)%сі:с=В+Ё—Ё %%(“3—1+1)(1—т)3&ш=

=В—ЁЗ—К—і—3—56
ш%(1—т)3‹1ш,

к— 3—мт?З—і‘Ыа—м,
а слід,

. 5 га ;
1——Ё`8”° (1_т)_7_+ 980004 1260 1 ?_ 7 __ т _ 7017029

(1 а:) +7029 :о (1 а:) т.

_ _в 1

Прим. 6. ]=[т Б(1—ас)5с1.2:.

Тутъ надо повыситът, не мпняя 3; для этого дізйствуемъ такъ:

. __6 1 _в 1 ___6 з

]=[ш 50—335 сіш=1`т 5(1—а:)5(1—т+':с)‹1$=[ш ‘(1—т)’‹іа: +
_! ! з _1 _: з

+[ш 5(1—:с)’сіа:='[`(1—а:)’сі(—5т Б)—ъ-К=—5:с 5(1—а:)“+
[___—___]

2 "’Ё % 13 "Ё %——[ш (̀1—50) дш+К=——5ш (1—00)
…2—[ш

(1—ш) да:.

. _! _9
Прим.7. ]=[а3 4(1——а:) ”да:.
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Такъ какъ зд'Ьсъ надо повысить т, не мтьияя 3, то пишемъ, что

_9і: [:р—‘
(1)—:с)_’‹іос=)`а:т(1—ас)7(1—:с+:в)‹1ш=

:)“ (1—ш))7‹і:с+[а:%((1—го)
7‹1:с=К+[ас% а[_7_(1__д‚)_7]—

К
7 3 _;7 3 _‘2 21 _! _?=К+Ёш‘(1—ш) 7—Ё)т ча_ас) 701$:Ё ‘(1—32) +

__ _2
—1—83

::: :‘(1—33) 7610.

_5 _9
Прим. 8. і=1`т з(1—33) ддт.

Тутъ надо повысить и т, и 3; этого достигаемъ такъ:

і:
[&'—5

(1—т)
7‹1:‹:=‹Гсс_5(1—а7)9[(1—:1с)+:1:]сіас_—_

9
7

2 _1 __
=_[гс51(—)$)7дш+[ш ц(1—30) да::

:)./в.? ()]—ас %[(1—т)+т]аш+[ас—(1—т)_%[(1—:с)+зс]сісс=

_в з _9
=[ас_Ё (1—ас)7‹1ш+2[$%(1—33) ’сіх+[эс‘(1—сс) 7632:

*________|К
=)(1 —$);‹1[—4т—%]+2К+]`ш%@[%(1—ш)“3]=…не—*а —т)3+

_ _: з _2 21 _1 _а_? «: %(1—ш) ’дт+2К+%а:‘(1—т) "'—ЁУа: ‘(1—т) ’Ла):

_1 ; 7 8 _; 195 _; __ _;=—4т ‘(1—т)’++2а;‘(1—т) _Ё а; (1 гс) да:.



Глава ПТ.

Интегрированіе трансцендентныхъ функцій.

$ 1. Общія указаны.

65. Интегрированіе ФУНКЦіЙ, зависящихъ отъ трансцендент—

ныхъ сложныхъ чиселъ, въ простізйшпхъ случаяхъ совершается

непосредственно; во всізхъ же остальныхъ—помоЩью замгъны

перемттой либо интеирированіяпо частямъ.

Замізна перем’внной чаще всего употребляется тогда, когда

подъ интеграломъ стойтъ произведеніе функцт какоэо-ишбо

трансцендентншо сложншо числа на щодизводнуюпоситдняао,

т.-е. когда ищется интегралъ вида.

{]”(ии’ш ‹іас.

Найдемъ его, очевидно, тогда, когда ] 1” (и) ст принадлежитъ къ

числу разсмотрёнвыхъ выше.

(1.103 + 1:0 ф:

да:
Полагая ‚ 1$ = у, имЪемъ что, ; : ау,
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& сл'Ьд.‚  -_ у у @@ у_2 2_ _(М21_ [3,211 @:[уау+(у2_1=2+цу 1)+0_Т+1[(ш)2—1]+0.

„ - _ 1:1: 01:1:
Прим. 2.

Наи'т'и
] _ ("/гиг)?! _а:—

.

Полагая опять 1$ = у, получимъ:

- Т `; —;
]=[1/Тту5'ду=_`ду

(1—318) 07%

это — интегралъ дифф. бинома, при чемъ

1  — + 1т + 17+ —- 2 _ 0 Ълое—
% р _

З 2 _ Ц ’

_ _!
поэтому пишемъ, что 1 :[у_1(у_3—— 1) * вгу,

и зат'Ьмъ полагаемъ у—З _— 1 = 22,

_1 _4откуда, у—3=22+1‚у=(22+1) “,ду=———Ё—(22+1) “га;; 
 

`=___ 2 2 _тогда, 13]`(‚г +1)?“ —1-(г +1)_ ;‘Ё—гсіг —3—[?——2+1=
2 2 _— 2 1_. 3

=———— =—— _3— :———— =
8 АтсЪвг—ъ—О 8 АгсъзУу 1+О

3Агс$9‘/ уз
+0

2—(15с)3+=——Атсі: ——
3 81/

11ш1/2ш

Прии.3. Найти 1=
У4—2—_2+30?

дуПолагая 2т=у‚ имЪемъ $12=1у и12‹1а3=;‚
аслЪд.,

З іу__ у+8 1 З 4 4і= '” + _а =—({————+_}д :92—уу12=у2(у—1)у 62 2 у у—1 у

1
41 42 1 +0— 8

—4а:+——2[2‘”—1]+С.=_2{__ 31+ (.’/_ )} —2$_Т2

(1:1:

Прим. 4. Найти і: [__—__д
.

' 79$+ 2. 337 — 1
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Положеніе 83:31 даетъ: ш!3=7у‚18.дш=Ё;—/

1д_
ду 1

ислЬд.1=—'[——_——=__ __5’1___=
1+2.——— —

?! 3!

—2 1 +2._
_ $—

=—1-Агсзіп—————+О=ёАгсзіпу—_1+О=—АгсзіпЁ——=1+0.
13 1/22—4.1(— 1) 55 3/11 2 13 3$ 1/2

. 2 __ .

Прим. 5. 1: [Агссоа
а: 5 Агент :::-+ 1

да:.
_

Агсзіп3 :::…/1 — $2
 

дт
Полагая Агсзіп а: = у, имЪемъ, что :

1/1 — 9:2
=ду <“ >2

5 1
. ——г/ — у+ 2

щслёд.’ 1=1|-_2_._____д@:[Гг+4
—п+5+—1—}‹іу=  

  

уз 43/3 у? у

п9+4 тг+5 п2+4 тс+5 .__
83/2 +Т+7у+О——№+№+1АГСБ1П$+О‚

. 7 5 4 2

Прим. 6. ]:]‘Агсід т.т/(Ё Агсгд а:+1) (2$.:с+1

П о
' А с — °

да: _а '

ол жеше гс$$_у даетъ. $2+1— у

. __ ?
и‚сд1'Бд., 1:1.3/7

Ё/(2у4+ 1)2 ду : [3/7
(1 + 2у4)5 ду;

полагая въ свою очередь 1 + 2у4 = и,

_ &
иміземъ: у4=и 1, 43/3 ду=_”2 2

и,сл'Ьд.‚

-_ и—1Ёсіи_1 ; % _1(5 Ц_і%) __1“; 2
'“ °?“Ё (” _“)‘ш'Ч—еэ 12“5 7“ +0—

5 „2 (1+0у4)2
_1__+9у4:|5________ ___ ___— 1+242+0=

16(127>15/и‚2+_0 12 7
#( 3”

=1344' {28 АГСЁ88т+ 4 Агсъз‘нс— 5} Ё/(1 + 2 Агсщ‘і ав)2 + О.

Агссозес2 $ + 1 дт
Прим. 7. 1=}. __ -

АгссовесЗ:» + 2 Агссовес а; „в ($2 _ 1)
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Полагая Агссозес а: = у, получаемъ: у2+1 1 уду 1 ду 1 1=— _? =———— —— ——-=—— 2 __— =] у8+2усу 2 у2+2 2Ху 4ну +2) 21у+0 1= — Т 1 (3/4 + гу?) + С = — ! Ё/Агссозес4 :с + 2 Агссозес2 а: + О.

Интегрированіе по частямъ. При приміненіи этого метода надо
помнить, во-первыхъ, что Функціи ет, зіпт и совки, какъ при
дИФФеренцироваНіи ихъ, такъ и при подведеніи ихъ подъ знакъ
дИФФеренціала приводятъ къ этимъ же самымъ Функціямъ‚
тогда какъ логариемическія и круговыя функціи отъ ДИФФСреН—
цированія упрощаются, превращаясь въ выраженія алгебриче-

\скія; а во-вторыхъ, что степень цЪлаго многочлена отъ подве-
денія его подъ знакъ дифференціала повышается, а отъ диф-
Ференцированіяпонижается.

Прим. 1. !(ш2+3а:—5)е$дш=і($2+ 8а:—Б)сі(е$)=

=(т2+3ш—5)ет—]ет.(2ш+з>дш=А—](2ш+з)а(ет)=
\___Е_л

=А—(ган-3)ет+]ет.2аш=(т2+ш—в)ет+0.

Прим. 2. [(За;2 —— 2.1: + 6) сов такс =!(3ш2—— 2:1; + 6) ‹1 він а: :
=(Зэс2—2а:+6)віпш—_[зіпт.(6ш—2)‹іш=А+_[(6ж—2)‹ісозю=

` {__ __] 
А

=А+(6а:——2)совю—і`соз:эс.6да:=(Зас2—2ас)зіпш+(6а:—2)созсс+О.

360

Прим. 3. 1=[(4 сов 2ас—З зіп 2$)е33’ дш=]`(4соз2:0—3 зіп2т) (1% :
=№езт_%[д„_4 зі1'1 ‚%;—з 0052$)да::ц_ __!

А
 

31; 2 .: А+%[(4віп2т+3сов2ш)‹і%—=А+Ё(4зш2:с+Зсов2т)е3”'°+
Ь |

В
4 .

—%]`е3$.(4сов2ш—Ззіп 2$)сіа:=В——9—1+О;
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сл'ізд.‚ ЁЁ: В+С, і=№взт+с1.
Прим. 4. [(Вт _ 7) (№ дас : [имя а (43:2 _- 7:10): (№_ 7$) (@ +

А

—[(4т2—7ш)21т%=А—2[(М—пизда:=А—251шщ2ж9—7ш):

=А—2(2:с2——7а:)1а:+2“%?—7$)?=В+2[(2ш—7)сіас=[___—___!
В: (4:1:2 —— 7$) (дас)2 —- (4$2 -— 14:10) 141: + (2002 —- 14:17) + О.

Прим. 5. [ АгсвіпЗ жда:: а: Агсзіпза: — а: . 3 Агсзіп2 а:
аа; :

|
, . 1/1 — „'с-‘?

А

=А+3[Агсзіп2т 611/1—а32:

  
: А + 3 [ Агсзіп2эс

_ 25131190

2 # 1—т2
Э.,

=А+31/1—ш2Агсвіп2а:—3[1/1—ш2.2А1°сзіпа:
$ =

‘ #4 71—502
В

=В—63`Агсвіпосаа:=В—басАгсвіпаз—ъ—буа:

  
:: ас АгсзіпЗ сс +  

1/1—ш2

+ЗУ1—ос2Агсзіп2а: _бшАгсвіпас—6У1—ас2—і-С.

Теперь разберемъ еще пОслёдоВательнонЪкоторые спеціаль-

ные пріемы для интегрированіятрансцендентныхъ Функцій.

$ 2. Фунщ'Ш, содержащія знакъ логариема.

66. 1. Интеграл'ъ [ (дж)" дов,

въ которомъ п—ц‘ь'лое положителЬное число, найдемъ п—крат—

нымъ интегрированіемъ по частямъ:
‘

[ (дт)? сіш = 93 №)" ; п [ сс".
(№№ %: ас (!ш)" _ п

5
(№“ ога;:

: % (!$)"—%50 (дш)"—‘+п(пё— 1)[00 . (1$)"_1—№=т(1т)”—п% (2$)"_1+

 

 



_пю—
+пт—юдш№тш=…: т {(№№—%(!$)""+% (п— 1) (1х)"_2—п(п—1) (п—2) ([ш)"—3+

+(_1)"Ё‘_п(п—1)(эъ—2). . .. |О ‚!$—|—

+(—— 1)”.п(п—‹ 1)(п— 2). [О 1}+С.
67.11. Интегралъ [а; въ конвчномъ види, нв выражается, &

представляет?; новую функцію, которую называютъ интегрально-
логариемичесной или просто интегральнымъ логариемомъ. То изъ ея
значеній, которое обращается въ нуль при 93:- 1, обозначаютъ

\черезъ Шов), такъ что

уё=ищ+с 
дж

1ш+3 :[1ас+—1—(03)=[1(езсс)_  &(3 ) 1 .

‚"ЦЁЗЁ):ЁЬ(68`Ю)+О'@
о:,“Прим.

сісс68. ПТ. Интегралъ [(%—)… въ которомъ ж—шьлое положи—
тельное число, сводится къ интегральному логариему помощью
интшрированія по частямъ:

ЁЁ=УЁЁ=!ЁЁЧМО’Ё№1:
{С

—(п—1)(1ас)”_1+„_1[№…№—п
 

какъ видимъ, показатель у степени логарИФма въ знаменателі
'

понизился на единицу; мёд„ приміэняя этотъ способъ ещеи еще,
можемъ этотъ показатель обратить въ единицу.

№№%%[№#]ті”%%

В
%ЬЁЁа_2_„;сз_

     =_А+З."$(1:с —А+3_[`а:сі
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69. ПГ. Интегралъ [#]”(гшуіш,

въ которомз {_ цізлый многочленъ п’ой степени а о: — любое

(положительноеи/ш отрицательное)число, только не—1 , найдемъ

интегрированіемъ по частямъ, подводя оо“ пода знать дифферент'алш №№)аш=уг<гш)а“°‘+‘=т°‘+‘№—
1 [№г ‹щ—еос+1 «+1 ос+1

«+1 ;=Щ)—а—+—1[т{(тотос+1

ВЪ‘ СВОЮ очередь  
ос+1 ос+1[шаг! (д.13) 61%:№_ 1

[та+1г’/(1ш)а$‚

И Т. Д.

въ конціз концовъ мы прпдемъ къ ]т“/(")(т)сіш‚ т. е. къ
%! . [и“ 6190, величина коего намъ изв'Ьстна.

Д'Ьлая посліздовательную подстановку выведенныхъ толька
что равенствъ,

получаемъ: [ссГ(2т)сіш=№)— “11—393“;” (№0125: ос + 1

_ $а+1Г(/т) 1 „;и—ы 7010$) ‚„ та+1 {((1$)_ “__—«+1_ЩЕ—Тгг“%„Ёт /‘ (3$)сіш]=т1__)_._
„;и-ы ГШ”) 1 $ц+1гп(1$) …_ (1+1)2 +(ц+1)2[: «+1 —ц+1'[$0110 (1$)6ібд__ .....

=ш  а+1{7°(1а:)__
Гааз) + 7‘”(іас) _…+ (_ 1)п {(")(1$)}+0,а'+1 (ос—ъ—1)2 (оъ+1)З ' («+1)“

т. е. [ т“ {„ (150) 02:16 = ша“ Ъ; (2:0) + 0; 
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зная видъ интеграла, можемъ его искать «по способу неопредізленныхъ
ноэфиціентовъ».

Зам’вчаніе. Если 0: = — 1, то [(с—[‘ (1$) віш—_ ) {„ (2:13) сЦяс—__ {пм (!$) + 0_

пр…… 1-: ‚[
{2 (№3 — 3

(732——
41.1:+ 6} да:

%.

1 пріемъ — инпъеърированіемъпо частям:  . ‘ 3 2 3 :
1:){2(1т)8—3(1щ2—41ш+6}‹1(3ш3)=3т3 {2(?ш)8—3(?а:)2—41:с+6}+

[_ |

'2 а
А

2_; ш“.{6(1ш)2 _вгас—4;324—3)[з<іш)2_31ш—2]а(іш5)=
9 3 з=А—Ёш [3(1ш)9-31.70—

2]+Ъ—[шё
(—61$3)—=В+—_[(21ш—1))‹1(Ёш;)_1` ]

В810150 3 › з 2 \=В+—4_ ас Н(21$—1)——]`а3%. :'аг—у „зад 48030) +481ш—63‘+С.

2 пріемъ —— по способу неопредэменнышъ коэфиціентовъ:

{7552 {А (№ + В (1$)? + шас +15; + @. і :! {2 (100)% — 3 (Где)2 — 41.27 + 6} дас:
Ё/Е

Дифференцируя,получаемъ:
2 (№)?» _- 3 (№ _ 410; + в 2

%; =8%;{А(?т)3+В(1эс)2+Б1./Б+Е}+ 
+% {ЗА(7ш)9+2В1ш+1)},

откуда ЁА=2,2ЁВ+8°34=_3’——В+2В=——4‚ ——Е+В=6
ИСЛ’ЁД.‚ А=_3‚В=—18‚Б=48,Е=—63,

' такъ что і: ё/Е {3 (№ _ 18 (№ + 4810г — 63} + с.

70. \7. 1-й частный случай —
Интегралъ [тащат (150, 

въ которомъ п— ц’влое положительное число, @ ос ——тшое угодно,
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только не— ], найдется интегрированіемъ по частямъ: “;“—"1
_— “ + 1

(№)" +      
[ад“

(№)" 01% :: [

___/ЦДХ“;„«+1(1)п__1д_ас=а
эс“

:1(1Ю")———п—[$В(…а?)_1(і50=.…. 
з 5 ‹)

.=.
3

Прим. [аст
(из 6100 :Кащз 4%“? >

: Ёж?
(№ _—

_? [ ш“ (190)? ат :
[_____1

А
5

=А 6_"(1ас)2‹1( )=А—Ёшчащз-ь [513100433—
\_____‚_1

В

24 2 5 48 .5
48 ; __

=В+5Б51ша(—Зас):В+1—ё—5-Шіш—Ё—біт дас.—

9 .в в 48
=— ) 3——— 2

5
аз {(ж) 5

аш) +25100—1—2—5}+С

71. \71. 2-й Частный случай: если {(т)—цЪлый многочленъ п’ой сте-

пени, то
-

[]”(100)д$=ші’(1т)—[ш.Г’(Ъш)ёЁ
: а:)” (100) _ [г (ш дас =

= асГ(1аз).—ші’ (1:13) + [{" (15$) аа; =. . .,

т.—е.

] г (2:13) да: = 00 наш) _- г/ (100)+1°”(1а:) _ тт (!$) +. . . ‚+ (_ 1)п №) ат); + @.

Прим. ] {(из —- 2 (1$)4 + 40:10)2— 1} аа;: % …щз __ 2 (ща; + 4 (щи __ 1] +

— [5 ([ас)4 — 8 (1$)3 + 82$] + [20 (130)8_ 24 (193)2+ 8] —— [60 (100)2 — 48190] +

+ [1201$ —- 48] - 120} + 0: за {(№№ — 7 (!$)4 +28 (1$)3—80(2$)2+1601эс—161}+С.

“а
'

72. ЧП. Интегралъ [%, въ которомъ ж—ц’влое положи-,
тельное число, аос—намое угодно, но только не—1‚приводимъ _

д_у_къ [ (@_)?” положивъ
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Діиствительно, тогда (03 + 1) сс“ 0100 = ау и (ос + 1) [ас — !1,

$“ (123 _ п—1 @__ (0: + 1) [(Г/)”.

 
Э.СЛ'ЁД.‚ №

Прим'. і=[__—.Ё/сс(1ш—2)2

Полагая_ 3 !
зас =у, иміаемъ ш=уй‚дсс=%у5сіу‚іш=%1у‚

1 3_ 2 _ву № “3219 1аслЪд, _
% 31 2: у 3 2__ усі _?) :

у (331—2) (Ёіу—г) Зіу—э

=_у+ду=_у+3ду___у+312 —1—2 31—2 514_ 31023! у 2?! 9—3— 33/—_‘
3 2 _ 3 21/41: +2зе1» Е-ъ—С

4+383“: __;з ев

Замізчаніе Интег алъ [——1 (1%

т-е [ №
въ кото ома %—' р (1.50)“ ‚ ' ' 530513)“, р

какое угодно число получается въ конечномъ вишь Въ самомъ

  
№№, если % # 1, то

[_дос :т )”

аесли ”=], то

Ща; 1

ЧД)Г=—_@—Ю№№Ч_ЬО’
дас виа:[@=-_=ит+0.

(Шаг
__ аши: 112100 + С.  "рим

'.` [ т 1$ Пас Ша:
: [ га: Цао Щас

: ”т ”100
_ %

дас

(„“За
“ш“; 1

Прим. 2. [№= [7$ =[(_иа‚›)з_ —2(21ш)__2+ С°

73. \ПП. Интегралъ [Г„(аз)(дш)т‹іт‚ въ котором; ;“ (а;) —
ц’влыи многочленъ п’ой степени, а т —- любое цізлое положительное
число, найдемъ интегрированіемъ по частямъ, %одводя [”“ (сс) пода
знака дифференціала.
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Дёйствительно, полагая

{„(Ю)ЕА$"+А1т”_1—|—. . . .+Ап_1ш+Ап‚
› Ашты А эс" А _ сс?иміземъ [;„(оа)огад=Ё —1„— ‚+іо1—+Ап:с=  

=т{пА_Ёп1 +А‘шТп—1 +. . . ‚+Ё’Ё1ж—п—Ап} :тсрпфс)

и, слізд.‚ [„ (аз) 029:: сі [50% (т)],

а потому [ {„ (ш) (дж)“ аш: [ (№ 02 [№№ :
ссср” (т) (гатч—

_ т [% (ш) . (т)”… %: (серп (т) (200)…_ т [ % (аз) (гт)т—1 №3;

посл’вдній интегралъ—того-же вида, какъ и искомый, но
'

проще—степень (гас) въ немъ на. единицу ниже; поэтому, про-
должая такъ-же и дальше, придемъ къ [шп (сс)сісс‚ & его найти
ум'Ьемъ.

Прим. [ (81$? _ 16:12 + 11) (№ 01:0 =[ (1$)3 @ [тз_ 8002 + 1103] =: (27ас3 -— 8302 + 11.90) (1033 — 8 (27:03 — 8332 + 1100).(1эс)2
6%—
:[__ _! 

А
=А —— 3_[(27ш2—800+ 11) (100)2 (?$=А—3[(2а:)2‹1(9ш3—4ш2+ 11$):
=А — 8(9т3— 4гс2+11аг)+6 (9.703 —— 4002 + 11$).2ш‘ёс:

1 \

В
-.-=В+6 [(9ш2—4ш-ь плавало=В+в[`1та(3щз—2ас2+11т)=

=В+6[(3т3—2ш2+11ш)—6[(Зт3—2т2+11ш).%ш=
: |

В
=1)—6[(3т2—2ш+11)аш=р—6(ссз_ас2+11ш)+с.

’ 74. 1Х; Интегралъ [/`„(а:)2[ср(ав)] ($50, 65 которомъ Щаз)—
раціональная функція, найдемъ помощью интегрированія по
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частямъ, подводя Г” (а:) пода знака дифференціала; при этомъ,
если ?(т) есть дробь, то слёдуетъ воспользоваться теоремой о
логариемі дроби.    Прим.

“33+т1[ш+1]д$[1т+1+т—3 _3ш4+4ш32ю2+1+_
з ‘

12 ш2—1

А
8$4+4а33 $2+1 3ю4+4ш3_ _. = _ _. 2 __ 2_ =[ 12 аи$2_ А у 12 .а[1(ш+1) № 1)]

8334+ 41:3 1 8.7% + 43:8

=А —і'[` 3ш3+4т2—8ш—4+Зі+—4}вітч-6 ш2+1
3$+4 +6]`{3ш3+4т2+3ш+4+ _1}аш=А+8[(3т+4)аш+ 1 (сдав Шу _[і2 0324—1—8 т2+1_ 12 аз+1+12_[Г—1=

_Зт4+4гс3—Здас2+1+3т2+8а: 2Агсг сс+ 1 ш—1_
12 $2—1 @ з 3 3 +1     

75. Х. Интегралъ [&&—(тъащ въ которомъ ф(:с)——раціошиьнаяфунк-
т'я, а % —мобое Ц'Ьлое положительное число, не равное 1, найдемъ интегриро-ваніемъ по частямъ съ подведеніемъ (а: — а)" подъ внакъ дифференш'ала.[ [Ё—ЁЁЁЪш—т=у [2—31][тт]

1 $2+1 1 [ 1 2а3дас ‘Зжіа: __2(сс—З)2 ш2—1+2 (:::—5)? $2+1 т2—1} А :в

_А_2_‘:іш(т—8)2(ш2—1)(5с2+1)ат=А
1140[($—8—)і+_,.Ё №1 _]‘сі_а:

4:10—3
800 :::—З— 8 :::—1—З2 т+1+ш2+1 _

1 222+]. 3 61 1

1 1 З`__ _ 2 __
\ 822(а:—|—1)+251(а: +1)

бОАгсщт—і- С.
_

8*
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$ 3. Показательныя функпіи.

76. 1. Въ сліздующихъ случаяхъ показательныя Функціи
интегрируются непосредственно:

[вшдш=в`т+0; [ваташг—т Т—і— О; 
ею. ош: даш

[а“аіш: [(е’“)°“°сісс=[в’“““’аіш=е_— +С'= —— +0.Иа.оц аш 
'77. Н. Интегралъ _[;”п(ас)в°“с ‹іш найдемъ, интегрируя по

[г„<аз)е”ат=[г„‹т›аё=ёг„<т›——Ыг;‹т›е°°тт=

=%?,‚(тьнгжтие‘і‘ё=°“%г„<т>—Ёёг;‹т>+

+Ыг;‹т›е°%=. . . .;

еды.,

‚п „п п „(п) ош:

у;”„(т)е°°“’оіт={Г„(ш)—ЁТ(@+%2(—щ—....+(—1) Ёцтщ}е—{+О‚ 
Накъ видимъ, интеграла произведенія показательнойфунк-

ціи на шьлый многочлена равенз произведеніюэтой-же показа-
тельной функцш на шьлый мноъочлвнъ той-же степени; зная

видъ интеграла, можвмъ искатъ ею «по способу неопредізленныхъ

ноэфиціентовъ».

Прим. Найти і:
".

(4.103 +— 8.702 — бэ: + 2) в” да:.

1-й пріемъ — наизусть:

+0: 12:1:2 + 16.70 —- 6 + 24т+ 16
24}

е”
і={(4т8+8Ф2—6ш+2)— 2 22 _Ё -2—

=(2$3+:с2—4ш+3)е2“3+0.    
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2-й пріемъ_ интегрированіемъпо частям:

і=_[(2ш3+4аз2—833+ 1) Ще”): (233+4ас2— 8ш+ 1) 623+

—
_"

(6ш2+8а:— З) еж да:=(2ш3+4ш2— 3ш+1)е2ш—— [ (3ш2+4вс
— %) 01 (в”) =»

: (2асЗ+а;? — 7а:+ %) е2ш+[(6ш+ 4) с” 01:13: (2сс3+ ш2—7а:+%) г”: +

+ [ (810+?)‹і (е2$)=<2т3+ш2—4т+%) (:”—[362$ дш=(2т3+ас2 — 4т+3) 823+ 0.

3-й пріемъ — по способу неопредэъленныасъ коэфииіентовъ:

і=](4гс3+8ш2—6т+2)ежс1ш=(Агс3+Вш2+Бт+Е)в2$+0;

слЪдч

(4:1:3 + 8:02 — ба: + 2) в” = {2 (Асов+ Ват:2 + Ба: + Е)+(3Аш2+2Вш‚+В)}еж,

откуда 2А=4‚ЗА+2В=8‚2В+2Б=—6‚В+2Е=2‚
т.-е. ' А=2‚В=1‚В=—4‚Е=З,
и, значить, ]= (2683 + $2 — 4.10 + 8) в?“0+ О.

отд78. 111. Интегралъ ["’—ЕЁ, въ которомъ п—число ц’влое, 
приводится тз интегральному логариему помощью положенія 

‹: &Дёпствительно, тогда ош:: ду, оссіа;:
ду

[вид”
‹іа: _ „__; ‹іуи, ели., “БГ __ @.

еф” сіэсТакъ-же преобразовываегсяи [(“—__ш__а)п'

П им _
.“
№р ' (а: _ цз

Полагая дза: : у, получаемъ: Зсс =1у‚ ваш:
ЁЁ!



—118——

Эйув”’ еды., 140%?» :*)…уд—ущЕЧуд[ 2‹1__у—з›2]=
Эу 9 1

—2(1у—3)2+2.Г(2у—8)2=А+_2`.[уа[_1у—з:|=

А9 & “‘(3‘)__у_ 3. _ у _ 3 з 88 _ 9 ’у _2(2у——8)+2 гу—з—В+2е 17—34" 2631"3)+0—_} ;В
(3341с 333“с 9е3

=—2—($__1—)2'—2—(тт15+—12(83ш_3)+с

$ 4. Фунвціп тригонометричеснихъ сложныхъ чиселъ.

79. 1. Случаи непосредственнаго интегрированін:          [віпжіт=—созш+0‚ [совсесіт=зіпш+0.

[він аэссіт=———°‘—т—|—°°ЗС', [сов ашсіш=8іпшж+ О.

. . . '2
[з1пшсозжіт=[зшжізшт=вш2ш+О:

совЗш:'Гсозжі(—созт)=— 2 01

а
.

[т3ш@т=_[зшш$=—[а°°ж=—!созш+0„(208$ 0033?

созшіа: (івіпа: .

[сощжіш=[. =]. =!зшш—ъ—О.5111.1; зша:
_

1—й“: сощт—і—О[ =ъ9ш+0зіп2ш= соз—йас
'

[тзаззесжіас=зесаз+0‚ [сощтсовесжіш=—совест+О.
(2.2:

. 2 он
[___—да”

—
°°В$сіш=у—с:;=2ъ3ш+0. віпа: сов «:

_
він а;

сов а: 
 

 



    ассда: да: _2— а:
[вікна—

2 'пі О_а:_— . сс
о ‚'с—„ЁЁЧ—О'—— 812082 в1п2сзБ-

тг

[асс _ да: _ (%(/В+?) “: тг Осозт—
(

. п %(ЁЧ—Ё + '_ віп а:+—) вш( Ё)

80. Дальше мы сначала, разсмотримъ ті; случаи, когда я:

входитъ въ подъинтегральное выраженіе лишь подъ знаками
тригонометрическихъ Функцій. Такъ какъ

зіп &: 1 за:со 1, зесш=—‚ соъ3т=т— и созесш=—.—‚008$ (308$ 5111$ вши:133 а: =
то, значитъ, наиболізе общій видъ такого интеграла будетъ

[Г (эіп а:, 008 т) 0190. 
81.11. Частный случай: [ авіпш—і—Ъсоза:_—
Проще всего онъ находится введеніемъ вспомогательнаго

постоянншо угла ос, опредч‘зляемаго ур-ніями:

=тсовос‚ Ь=тзіпог,  @ . Ь
откуда т=1/съ2+192; созос=7 и $1пос=7;

‚Ёп
(1:13 _ 1

"`

(1.1: _д “ствитедьно› “”да [№—
т №—

‹іа: :с—п— а= _— _ +
тц зіп(а:+ос)_ 1/а—21_,_ь2„8 2 0'

(13:
м. .———-При 12в1пт— 5соза:

Полагая [12: т сов о:, 5 : т віп ос,
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_— —— 12 . 5ии'Ьемъ: т=7122+52=7169=18 и,сл'Ьд.‚ созос=Ё,зшос=1—з;

въ то-же время

__ __Ё—__—_У_Ё_—іп ш+с_—13 віпшсозц—созтзіпос_13 8і11(а:—ос)_._13 % 2
_

а: а: 5
ь __ _ ___ __

1 32 ;32 1 $92 25 15°Ё2 1

=—1 -—————— =—‘2—————+О=—1———+0.18
1 1:81 15

1
5 а: 13

5
а:+ 3— 3— 4—55-13? +133?

82. П. ] @ (він аз, сов шут, когда, функція ср
—— раціональна,

приводится къ интегралу раш'ональной ал'двбрической дроби, если

19 половины х’а примемъ за новую жеремтьнную.

„ $Дёиствительно, полагая 13 ? = а,   . 23_ 2 23__1 °2Е___ 52 .имЪемъ. зее 2
_1+2, сов 2 __1_'_22‚ $111 2 __“1—1-22’

' ‘) 2$ ' 2 $
и такъ какъ в1пт=ві11ёсозд‚ совш=соз —9—— зш ;,

‚Ё
- _ _1—52 1_ТО, СЛ Д., 51ПСБ—1—+—г—2, СОЗ$—ЩЁ ........... ( ),

1; —А 1 а —— № 2)кром того, ад— 11:33 и‚значитъ‚ :!:—№ ...... ( ‚

апотому

.
’ % 1—22 2012

№<81№>СО№М$=1ЧЩт т)г:ги=уф(г№’
при чемъ Ф (2) —— раціональна.

(Для облегченія запоминанія формулъ (1) и (2) замётимъ, что выраженіе
для зіп :о получаетсяизъ выраженія для да; лишь замёной въ числителізда на. 2,

и что 51119 ас + сов?3 ос: 1).

Прин. Найти 1:[__-—8
$111 а: + 008 «:

сова:+ 8 зівяш

 



 
  

Полагая $3 % = 2,

_ __ де . 22 _в?им'іаемъ. ш_2Агсс3‚г,
аш=1__'__?„ зшт=1+52 и созш=1+22,

аслЪд.,

2г+((1—22) 22—25—1 г2—2г—1
8(1—.г%)+3___%?” 2 824—1222—8016 з 2 2501”2г2—— _—

2 4

22—22—1
е_!

1/5—4
2

!*
УЁ+4 (12+

(222 '— 4) (222 + 1)
_

40 (г —— 1/5) 40 (г + 7—2.)

4г+3=1/—2; 722+41—(22—2—+1)‹1.г10(—41(г—1/2)— 1(г+1/2)+

— —
153 —1/_2—

1 31/2 — 1/ ‘+—2(232+1)+—Агсс5(г1/2)+С=—2—1—2——+
10 20 40 сс —

’са—ё—ч—1/2 1 со 1 а: 2 — а:.... _ 2.__ _ 0' _ ` _..
102<ъ3 2 2)+1—01(2с22++1) А1сс3(т/2ъ3 2)+0.

83. 19. Если въ “›(зіп $, (305 т) сіш функт'я ор
(511100, 003 а;),

раш'ональная относительно зіпа: % соз аз, содержитъ шт; лишь

въ четныхъ степеняхъ, либо можетъ быть преобразована такъ, что
зіпа: и воза: будутъ взводить лишь черезъ посредство 19 х, то инте-
гралъ найдемъ, принявъ щ самого х’а за новую перемтьнную.

Дёйствительно, полагая с;; сс = я,

1 1 . 22 . 2 _ _ 2 _ 2 2 :иміземъ. сов ш_8802$_1+22‚ зш ао—щ овсоз а: 14—22

да”
_И СіЙ—а'АГСТЁЯ+ГЭ‚

& еды.,  [?(зіпящ0082$)61х=_\`<р[1і_222‚ 1422] 13522: [сытая

и [ю($9т)с№=уш(‚г)1—і—15—22=[(2(г)сі5‚

гд'Ё Ф(г) и &)(г) суть функціи раціональныя.
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 віЦЗш—совйшП им. 1. = _—Р
[віп4ш—г—соз4а:

Полагая ‘8' “’ = 57

. ._ 32—1 _ (‚&&—Паг _получаемъ. 1—[г4+1д3—[ЩЁ1__232—

=_———_[22_1)аг[(1/02+1)дг"`0/—2_1)дг_(?_?в+1›2—<№>2= 2 г2+№+1 ”"'“
__Ё1`(2г+1/2№г_|_2_2]‘(2г—1/2)‹12_72122—21/2+1+0__22+5Г+1 22—21/24—1 4 22+г1/2+1

1/2 гд2ю—1/2ідт—п—1 1/2— 1————_+ 1 —‘ 1/2_віп а: сов ас
4 _ =— $+Ооі32ш+72с3ш+1 4 1+У2вшагсозш

. він2 сс сов а: + зіп а: сов2 а:Прим. 2. [="‹ . да:.
$1113 а: — совз сс

— с 2 а:+і асТакъ какъ можемъ написать, что ] :'[Ё—ё—сі ‚  
ЪЁЗт—1

‚ _ а _ аг .то полагаемь 39 я: _ г, откуда я: _
22 + 1

,

тогда

- 294—22 (22+1)‹12 Мг ` 1]
‚";—3—1д.г—Г+1=8_‚чг—1;[‘За—__?ч—г—я—1—[22+1 3

( )

1
+—З1—1(22+г+1)—%1(22+1)+С_=%!(28—1)———2—1(29+1)+0=

_1 (ЁВЗш—_1_)2 _і (зіЦЗш—соззш)2 О—ігзіпзш—соззт+0_
(1382334—1)?’ 0—6 (8іП2$+0082$)3+ _;3 ( )

` (12
Прим. 3. Полагая 359.2; : г и, сл’Ьд.‚ ас: АгсЪз 5, аа::Д?

2 2 _получаемъ: [$35шсіа:= [25 2—2+—1 __[г___2+1дд=[(дз_г+22+1)а'г—
24 22 1 $3435 сфт 1 2 ___ _ _ 2 =___ _ е__Е—2+21(г+1)+0 4 2 +21880 $+

4 2
__щ—ш—ЁЁЗ—ісозш—і—О4 2  
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аш

Прим. 4. Такъ какъ [№ _ [ Соъв'і шага:,

то полагаемъ Сейв а: = 2;
датогда :с = Агссоіэд г и (1:1:: —_' 22 + 1 ’

дас (12 24 1
аслЪд.‚

[$8450 [в 22+1 [22+1аг_ [(г 1+22+1>дг.

23 соЪзЗ ::
=—Ё+2+Агссос32+0= 3 +сосдт+ш+0.

84. У, Интегралы ]ъдпа; и ]сощ" $01.73, въ которыхъ п —— число шьлое
% положителъное, можно искать, и не вводя новой перемівной, & понижая
постепенно показательстепени, помощью интеърироват'я по частямъ, пользуясь

\ для этого равенствомъ
1

соа2 ш
 $32ш=зе02ш— 1 :

Именно,

]щп осёл: =]Ъ3"_2а: $32 шіас =]ізп—2 .'1с(зе‹э2сс — 1) да::
дас

сов2 а:
 :

]. сдп—2 50 вес2 :шіас —
." $3"—'2тах:: [ ъдп—“2(с

’под—‘ а:—
[ЪЁп—2

таи; = [ &&&—2ті $5 ас — [ ’вдп—2тат: %);—1— —— [ 83"_2 $6133

и точно такъ-же _[сощп осаго =_[со’сзп—2 гс (совес2сс — 1) ‹ісс:
= ] соігзп'“?2 гс созес2 $01.75 — ] соъдп—2тат :

сосяп—1 «: _ п—2„ _ 1 [ соте тат.: —
_" соъ3"—2ж! соц; ас —

]. сосзп—2 тая: :
Приы'Ьнйя этотъ пріемъ еще и еще, придемъ, наконецъ, въ 1-мъ случай:

либо (когда и — нечетное) къ {1:3 года:, равному—-1соя :: +, 0, либо. (когда п ——

четное) къ [да: ; а. во второмъ: либо (при % — нечетномъ)къ ] соъд шаге, рав-
ному Звіп а: + 0, либо (при п — четномъ) къ! дас.

1
Замізчаніе. Такъ какъ — : сосёт и $3 :с,

1:3 т соъз «:
_

то очевидно,указанный методъ примЪнимъ, при п — ц'Ьломъ, и къ

да: [
сёл:

$3” а: сош" ас
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Прим. ]. [$35 зада:: [$33 а: (зее2 ас — 1) аш: [ $33 ті #3 а: — [ $33 тат:
1,4

:*;Тт—[ьддщ(зес2ш—1)д$=—8—— ЪзшйЪ8$+УЪЗшдш=

_ъе‘іт $32.13_
4 ——2———1соза:+0. »_

сіа: : 4 : 2 2 _ :Прим. 2. [суд: [сова шёл: [сош `1:(созес а: Пда:

&= — [ со’сз'2 ссд союз а: _—
[001552

тега:: —
ЪЁЁ—З

—— [ (совесвт — 1) 01:1: :
_соъдз ас соідзш __ +[йсосзш+уаш=— +со$3т+ш+0

85. \71. Г віптш 00$" {шас при т и % ц’влыхъ, т.-е.интезрстъ
произведенія шълышъ, положительныазг или отрицательныж,
степеней зіпсс % созда найдемъ, понижая постепенно показа- ‚

тели этишз степеней помощью интегрированія по частямъ‚ если
хоть одинъ изъ этаж показателей положителенъ; въ противномъ
случай; помножаемъ предварительно подтттезралънуюфункцію
на віп2т+соз2гс (т.-е. на 1) и разбиваемъ интеграла на два, 
съ каждымъ изъ коихъ поступаемъ, какъ только что сказано.

При этомъ, интегрируя по частямъ, надо наблюдать, чтобы зіпоо
или сова: не были отчасти пода знакомъ дифференціала, @

отчасти еть его; кромч‘э того, надо помнить, что положительный
показатель понижается отъ дифференцированія стежвнм, @;

отрицателъный—отъ интегрированія, т.-е. три подведет'и
степени пода знака дифференціала.

Прим. !. і=[зіп4шая;: ].
зіпЗ х.зіп :шіа:: — [ 81'113ті сов а: :

=—віп3:ссоза:+3_"совгс.зіп2а:совтйт=А+3узіп2шс059шдщ[___1
А

зам'Ьняя сов2 а: на 1 — зіп2 ш, иміаемъ:

і=А+3]'зіп2т(1—віп2:с)‹іос=А+Зівіп2шдш—Зізіп4шіш;
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перенеся посл’Ьдній членъ въ лЪвую часть, получаемъ:
- . . А 3 .41= А + 3 эт? $0100, откуда ]:Ё +

—4—
$1112 жда).

Затёмъ ]: [ він2 гейш =_[віп а:.зіп шаг::—_[8іп аса сов а::
_—зіпшсозт—п-‘Гсозаз.созтс1ш=В+[созгшйш=В+[(1—зіп2ах)да:=

[___—__!
В

=В+[аш—[віп2шаш=3+ш—1+с, В а

откуда 21=В+ш+0 и‚сл'Ьд.‚ ]=Ё+%+С1’
. зіпЗа: сова: З віптсоза: За: ‚`апотому 1=—- 4

—
8 +—8—+0.

Прим. 2. 1: [ (5055 шая:: [ 0054а:. сов жіа:: [ соз4 вс 02 він а::
=зіпшсоз4аз+4[віпш.совзшзіптдаз =А+4[віц2шсоззшдш=[___]

А

=А+4'[(1 — с039$)со53:с‹і:с =А+4ісо53шат—4усоз5тдэ:

 
. . А 4и, слід, 51: А+4[с053$01.70, 8, 1: Ё—і- Б—[соззжіщ

ЗатЪмъ ]: [ соэз :тіа: =." 0082 а: сое ж!:с: [ 0082 а: (1 віп ::: він эс соз2 тч-
ь____1

В

+2;зіпшлозссвіптдсс=В+2Узіп2а3.соза:‹іа:=В+2[зіЦЗжЕзіпт-д
2віп3т= В+ + О,

3

. зіпшсов4а: 4зіптс082а: Взіпза:а потому, ]: !

5 5
+

15
+0“

Прим. 3. Т = [ $і114 и сок;2 огда:: [ вінЗ а: совЁамъіп гида:: __
3

|___2__1

. . 0083 :» віпЗ а: сов8 а:

=—_[зхп3ш.сов2тйсовх=—[в1п8ша 3
-— ———-+
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8 . .+? соавт.81п9шсозтдт=А+ в1п2тсов4таа2=А+

+.[зіпятсовЗтП—віп2ш)‹іа:=А+[зіп‘и’шсозяшаш—узіп4шс052шаге,

. _ _. А 1 .
откуда 21 = А + [ 51112 со 0032 3101$, 1: Ё +

—2- ! 51112т сов2 агат.

. . . віпз ш
ЗатЪмъ ]= [ 51112«: сов2 шап:: '" 81112 а: сов ах! 8111 а: = [ сов $11

8
: 

зіцзжсоза: 1 . . 1 .=__+ ё-[зшзщзштая:: В +
?[81114

0001$ =
31[___]
В

=В+%—[віп2а:(1—соз2гс)‹іа:=В+—Ё—[віц2шдт——[зіц2ш0052шаш,

4 1 ЗВ 1_ = _… °2 _____ __ -2 .
откуда 8

] В+
3 [8111

скат, ] 4
+ 4 [5111

акт,

наконецъ, Е=1`віпзгсйт=—зіптсозт+ соз2шдхс=
' [___—__!

В

=В+_"(1_віп2$)дш=В+т—[віп9жіт,

В а:
откуда 2К=В+т+0‚ К=Ё+Ё+ОБ
значитъ, окончательно:

віпзтсоззт віцзтсовт 'віпшсовш а: ,+ +0. 1=_
в 8

'"
16 +В";

сое4 тая: сов хат та_з__іп:с_
Прим. 4. [__— ='[ссоввзт—— :“).[88зіпба: зіцба:

——[с053{“$—_ =_ совзш
;3[с052твіптд:_А_Ё_]'соз2тдт__

бвіп5а: Ьвіпбш 5 віп5а:
_

5 зіп4а;
_

[__—_.! ‹ '

А

=А——_[созша_8і8—Цт=
А+—Зусозгші+—

1 =А+ сова: +
іп4 5 3 зіпза: ' {› віпзшц____з

В  +іівіцтдт_в+і[іш__ с053ш+ сова: ісос (”+0
5 віп3ш_ 5 віп2т_ бзіпба: бвіпзт б 8 '



Прим.5
_в_'|“_д_=50ш___-[`
+[созт _ [ да:__

31.113 т
005 $

4 8іЦ4$Ц—
62:1;

А
' =А+і

8+—
4

СОЗ %

4 8іП4а;

Прим. 6. [490

:'[8111ш—сси

48$+З

Прим. 1].
‚[

созг „года‚-
' $1114а: созз („

Зідв ас + соэ2 ша+]
=!

сов зад;2 ___
81112 «:

$1114:ссоза:

84112 $ + 0082 «:
0̀083 а:

1

3 ЗіЦЗ :с

=А+[віпх‹і2102082“:

2 1

від ‘” 3 зіпз а:
_ зіп :‚с

-_+
8111$

 
0054 кв

№

віпж!:с_
зі114 ‚сс

_

Т

[008 та [_0`1д"8іц2Ю]:А+
4_[Ы—пк$

8 соза: +88іЦ2ш 8

=У`
08403:
 

від 3;
соаЗ :с—

51114 гсасозз «::]
_

у 81112

62:12

+0.

61 він а:̀ = +
54115 ас еіпЗ $

+$ 0088 “:

$=4`с053т+2

Ё$+2[№
=_[віп ш—оз

зіп т
2 0082 %

8іЦ2 $ + СО52 ш
8іЦ5 а;`аас=1` 8і115 а:

($56

8+— азс
$і113 а;:‘*’—[\

аа:_
зіп а:

8+_ЗіЦЗ ш
_

4:

3 сов а:

_8 8іЦ2 а:

а:

”93+С.
8ід2 30 + 0082

$62 зіп2‚житн—
со54 а;сов4т

$+ЁЁ$=ЁЁ$+Увіпжі

11`созжгш_3 008351:
—

8і112 сс + соз2 %
віп4 а; созз „;

213з$$+ ()

[ асс
8іЦ4 $ СОЗ $

+!
[6$

віпт+ _ =
811143;

71:3113(_‚_Ё>_;
А

," “%(

сіас

2[
сое жит

Зіп2 а: сов ас 
(;0807

1

2
005 №150

0032 $
5
2

$1112 шаш +!
[сов ахі [__4 зіп4133]:

[$112
шит

совЗ а;

2
эіп а; 3 “113$—

соз2 ша“,

$іЦ5 ш

‹ігс'-_— +-
81113 а:

він2 а; + соз2 „ (7:1;:
81113 ас

8111 $623—
$112 и;Ё!—

02$

1 _
зіпа: +30$336

0.

[ Зіпг $633: .` +
81114:$ 0053 %

зіп2 а: 0053 ‚„ {В+

зіп4 а:
_

3|`Ё+аСОЗ$

1

%+“)? 4+
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він2 :с + соз2 а: дас
Прим. 8. —

_
— ___...—...

віп4 а:асов? :::—31114 со сов2 «: 51112 а: сов2 а:

дос івіп2 сс + сов2 «: він2 $+ сов2 «: да: дас
. = . -——.——- дас = .

31114 аг кэш2а: воз2 до 31114 ас сов2 а; 51112 :с

0082 ахіа: сі віп ас[+= ідт—2соъдт+'[созш4 =А+1`созжі+ =
51114 ас

| |
від4:1: 8_81—і113сс

-—А соеш1.‘*9___іпшаас_тт
5

соъ а:
созас“

8 зіпЗ :с— 8 вінЗ «: ° 3 Б 3 вінЗ а:

эіп2 ас + сов2 :» він жіас асс
Прим. 9. . : +—

віп а: созз а:: 8111 (с соаЗ а: созз аз $111 а; сов а:

_[61

сов а:

[віп2
до + 0052 а: 1

[він
таю

[008
аюіас— + . а = ‚ + . =

0088 а: эш а: сов со 2 сов;2 а: сов а; вш а:

1 .=———1сова:+18ша:+О.
2 соз2 ш

- сов;8 :шіас тс! віп ас 1

Пим.10.1=_[——— =].сз70 +=[соз7ш2 ————.— =р 8і114 а: зіпп4а: 3 51113 а:
_

сов7гс
_7_[с_____озбшвіп

тда:_А [7соз__6__
тат—А ’7

[со Бтсі зіпа;_
3 зіпз :л— 3 вінз ас він2 а: 3 зіп2 т _

[___—_!
А

7 1 7 соз5 ас 35 сов4 % зіп тат 85
=А++і`соз5ша+=А+к . +— —-—-.——=В+—_—.7,

:} 8111 а: 6 5111 а: 8 $… 3: 3

В
гд'із

.Т= [ 0054тат = [ сов!3 ссд він 33: зіп а; созЗ ас + 8 він т сов2 а: віп шая: =\___11)

=В+8 [ він2т 0082 тдас=Б+8 [(1—соэ2 т) 0082 тдт=В+3 [сон?
тат — 3]

отсюда. 4‹Т=В+З_"сое2жіт; ]=—Ё—+—Ё—[с032шдт;

затізмъ К: [ сов? тат = [ сов ссд віп сс: він ас сов ос + він2 агат:[___]Е

=Е+[(1 —сов2а:)07:с: Е+[с1т—[соэ‚2„гса:с‚

Е ас

откуда 2К=Е+т+0‚ К=Ё+Ё+СЬ
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0037 ас 7 соз5 гс 85 він ш 0083 гс 35 эіп а: сов а: 3540   

   
& 12— _ _ __ !.ъ Зз1п35с+ 38111.90

+
12

+
8

+
8

+0
віпбжіш -——сісов.7с 1Пим.п. [ _] “[ _:р созЗш зіц5эс——

со—в—Згс зіц5 ж120082ш

_ зіЦБас
_[зі_п_4шсозшаш_А

5
'[зіп4шсіос__2сов2ас_ 2 003200

_
2 сова:[___1

А
_ 1— 2 . '2 (і

.:А_Ё[31Ц2$(_№Ё:А__5_[Ш іузіп2тс03а'аш:2 сент 2 сова: 2

5 1—— о2
=А——[—сз—Ёдш+і[віп2шсівіпш=А—— ———+—5—[созш(1а:+2 сова: 2 созас 2

+Бзіп3а:_ зіпба: 5
№ ж+ж) бзіпт+бвіп3ш+с6 _2008241: 2 "’(2 4 2

_

6
`

86. УП. Первый частный случай. Если за ] зіптазсоз" 0003$ по- 
казателъ одною изъ чиселъ він сс, сова: положительный нечетный, то
проще всего этотъ интегралъ найдемъ, принимая другое изъ этихъ
чиселъ за новую перем’внную.

Дёйствительно, если, наприміръ, % = 27с+ 1, то, полагая
зіпт = у, им'Ьемъ, что

[зіпт % 00$" свая;: [віпт сс . сов“ а: . сов сша;:: [віптша — 5іп2т)"01зіпш: [ут (1 —у2)* ау,

посл'Ь чего остается лишь развернуть (1 — 3/9)" по формулі; бипома
Ньютона.     

. Прим. 1. [зіп5т&ш=[віп4ш.зіпт‹іш=—[(1——сов2ас)2с1со5ш=

2созЗш совбэс
=—_[(1—2сов2сс+соз4ас)с1созас=—созсс+ 3 ——5—+0.

.;
`

зіп5 агат віп4 ас.зіп ж?:с .(1 — сов2 вс)2 с! сов ас
Прим. 2. = =__ ___—2—2совЁа: (3059.70 сов аг

‚

‹ісовас 1 совЗа: '
———_[ +2_[‹ісозт—[сов2сссісовос=—+2созас— +0.(3052.90. сова:
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."

соз2 сс сов жда: _
"‘

(1 —— зіп2 а:) а він а:  и им. 3. [ . . _ . .р ашЬ а: 81116 :с 81:16 ас

__[сізіпаг ['сівіпаз_
1 + +_

зіп6 сс віп4 ос
_

5 5і115 я: 3 він?» а;

87. \ЧП. Второй частный случай. Если въ [зіптшсоэржіш
показатели разныхъ ЗНЗНОВЪ % отрицательный превышаетъ %0-

ложительный, @ разность “2% есть ЧИСЛО ЧВТНОБ', ТО ВЫГОДНО ПРИ-
нять 75950 или сайта за, новую жеремтнную.

 
51113 {шас зіпз а: ] дос

Пим. 1. [ ='[ :[$ Зшзес4эс011: а::р сов9 сс соз3 ас 0034 а: воз2 ш 3 %

:'Ггззшаззйас—і—1)2‹М3а:=[(ъ37ш+2$35т+$33т)с1ъеш:

8 6 4__ЪЁ % $9 4134138 ш+0__
8 з 4

[0034
$01.90 _! соз4 а: 1 асс

П им. 2. . . . . :
р 81118 сс 81114 а: 81112 ас 81112 а:

= —
“‘ соъз‘іт совесйсс 01 00% а: = — [ соъ34ш (001532 $ + 1) сі ООРЗ ас :

сойдя: сог 5:1:° — і—+0.=—[(со$36ш+сощ4ш)йсоъ3ш=_ 7
_

5
  да; 1 сёл:

'

_. _ __ в _ 2 + в _
Прим. З. [0058 ас [6086 0: (№2 т [вес а: ‹! ща: [ (1:3 а: 1) а щ а:

$537 41: 3 $353;
5:].(Ьдбш—ъ—ЗЩ‘іш—я—ЗЩЁш—і—1)оИ;;:с=—7—+ +ъ33ш+ъ$ш+0.

88. Ш. Третій частный случай: для ]эіптжісс и ]созттсіщ
при т—ц’вломъ и положительномъ, легко вывести общую формулу.
Въ самомъ 11131113, иміземъ:

]… ==“ _[зіп’ттаги: Узіпт"1 т‘віп жіт: —— [ зіпт_1 осо! сов «: =
= _ зіпт_‘т сов % + (т —— 1) [ 00590 . эіп”‘_2тсов Мас:

А
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=А+(т—1)[зіпт_2т0052жіаз=

=А+(т—1)[віпт_2ш(1—— зіпЗшМт:

=А+(т——1)'Г$іпт—2жісс—(т—1)[$іптжіт=

=А+(т—1)іт_2—(т—1)і;т отсюда ті… =А+(т— 1)1т_2

‘
' зіпт—1 а: сов а: т —— 1

'
и, еды., [т = __

№
_|_

… 17,24;

пользуясь этой формулой, придемъ, наконецъ‚либокъ [„ т.-е.
къ ]зіптт, который равенъ—со5а;+ 0, либо къ 10, т.-е. къ
_[сіт‚ который равенъ :р + О.

Подобнымъ же образомъ поступаемъ и съ [ созт жіш.

Прим. 1. Ёб : [еіпб шіас: [ віп5 ас він тош: = —
."

віп5 жі сов а: :
=—вінБтсозш+5[совсс.віп4а:совоссіт=А+5[зіп4эс(1—зіп9а:)сіа:=

А

=А+5Увіц4жіш—бузіпбшдш=А+5і4—51.6;
зіп5а: сов а: 5 -отсюда, бів=—віп5:ссовш+51'4 и, ОЛ’Ёд-‚ і6=—_б—+Ё14’

- віЦЗшсозт 8 - - зіпассоза: 1 .азначитъ, 14=_Т+Ёі2 и 12=__2__+_2_10‚
зіЦБтсозш бзіпзшсозш бзіцассоза: 5.1:

С'такъ что 16 = —
6

——

24 16 8

Прим. 2. .77 =! сов? тат = [ созвала від «:: зіц'а: сов6 ас +
А

+6[віц2тсовбагат: А+ 61.0
— (30152 ш)с085 жда: :А+ 6.75 —6.Т7‚

9—4:
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від а: 0086 а: 6

такъ что 717 : від а: 0036 $ + 615 и .77 =
‚7

+7 15;

віп а: сов4 ас 4 він а: сов2 :с 2
значитъ ‹]г=-—_—+—] ]=—————°|——г]! ‹)

5 б 37 3 3 8 1

и 11=Усозшсіш=зіпаз+0‚
він :» сов6 за 6 віп ас соз4 а: 8 він ::: 0052 ::: 16 зіп а: ,

&, слід… 17 = + + + + 0 . 
7 85 35 35

89. Х. Четвертый частный случай. Если въ ( зіпттсоз"056% по-

казатели т % п—ц’влые четные % „ритомъ положительные,то для

отысканія интеграла выгодно ввести двойную дугу, на основаніи

Фврмулъ:
зіп2и . 2 1—сов2и 2

2 75111 ъс‚=—Т‚ 008 “= зіп % сов %: №,. (3)

при чемъ эту операцію, конечно, можно—если понадобится—

повторять н'ізсколько разъ.

  
2 2

Прим. 1. [соз‘і шаге: у
(0032 :::)2 аа::

."(№) ат :
‘

1 1 4: —1-Ё(1 + 2 сов 2$ + 0052 2:15) дос ___іуасс+іі`соз жда:+ —'[Ш‹іш=4 4 2 4

_3_а_с+віп2ш+$іп4ш+0_
8 4 32

'

__ в

Прим. 2. [зіпбтат: [(№) аа::
=%_[(1—Зсов2гс+300822ш—со532т)с1т=

1 . .

__ё-[дш—ё—[соз2жіас+——8 [№аш—ЁУО —в1п22:с)оізш2т= __ЁЁ _віп 2т+8 віп4ш+віп3 2$_“
16 4 64 48

—!—- С.

Прим. З. [зіп‘і а: воз6 шаге: [ (він ас сов а:)4 сов2 так::
зіп 200 41+сов 200 1= _— __ =..— . 4 =[( 2 > 2

02:10 32 [ зщ 2.1: (1 + сов 2:13) дт
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4 _ 4 _
__—_°:’_54“’2 і[. 4 ' :=3—1-215іп

2гссіаз+
312_[зіп

2$соз2тсісс_
312].(— дос+64 5111 2ас4131п2а:

зіп5 2$ __ ас віп 4.1:1 .=_ _ 2 ___—128.Г(1 2соз 4ш+соз 4т)‹і:с+
320 128 256 + +0. і1`1+0058тд

зіпБ 2$ _Ё еіп4т+яі1185с+ві1152ш128 320
_

256 256 2048 820

90. Х] . Интегралъ [ зіптш соэ” 9002$ приводится къ инизеъралу
дифференціалъншо бинома положеніемъ, напр., він аз: г._. \

Дёйствительно, тогда сом; = 1/1 — зіц‘Чд: (1 —— 22) *

. а ди ад: Агсзш ‚г‚ откуда №;:
17

'г : ——г—›‹ 1
1 —23 (1 _ ггг
  

и —1
&, еды., [віптшсозпжіт=[гт(1—г2)Тсіг.

Здічсь показатели «ВН’Ё скобокъ»‚ «внутри скобокъ» и «надъ
скобками» равны соотв'Ётственно т, 2 и ”;1; поэтому, на
основаніи № 62, заключаемъ, что интегралъ найдется въ конеч-
номъ видіз, когда:

 
                              

. т +1либо 2) Т—цёлое, т.—е. т—ц’влое нечетное,  т 1 —1 т %либо 3)
;— +°32— или ; ——цізлое‚ т.-е. т+%——ц15лое

ЧВТНОВ.

(Очевидно, что случай, когда, и т, и п—цізлыя, входитъ въ
одинъ изъ перечисленныхъ, какъ частный).

При т—шьлома нечетномъ надо положить созда :'г; при”_ шъломё нечетномъ надо положить зіп аз: а; если же и т, %

п—дробныя, @ т + п—шьлое четное число, то воспользуемся
любымъ изб этишд положений.
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Прим. 1. [зіпзш сов; осаде =

[віп2аъсозё
твіи «;да::

4 4 10: —[(1—соз2:с)созз то! сови: —[созвті созш+].сов'з—жісозт=

З сов; «: 8 совізіа: соз2т сов4а:__
‚7 +—1—3— О=—3(—7——— 13>1/с—оза>+с;

зд'Ьсь мы неявно ввели новую перемЪнную г : сов т.

  
1

Прим. 2. 1': )“д—п“№
0085$

Полагая він а: = 2,

; _ аг
им'Ьемъ: совт=(1—г2) ‚а::Агсзшг, да:: __

1/1—52
1-_ гдфг_ ;(1—г2+г2)сіг_ ; ‹іг

”›слъдч 1—)(1_22)з—)г—Н:Тзузт—“) (№№)”

+]‘2Ё
гсіг гісіг

—1—г%[с1 ______]`_____г___2сіг2+
5% +

(1 — 22)3= (1 —— 22)2+2 (1—г_—2—)2 (1 —— г2)2 4(1 — 22)?!|__Ц
А

1

З ‘ %% 11—‚г2+г2_)(1—52р‘“А+8РЧ —32)2 ‘”А+8_[2%1—г2+

5 3 где __ 5 гдіг
2%

1

+_8—'.[г (1—22)2_А+_ё_)‹1гг2—+516_[2 сі1_22=

5 301 5% 15 да 5 Ёа; г г‘ г „г г‘ ;
_АЧ—Ё 1—г2+16(1—г2)_3—2 1—22“А+В_Ё)`г2—1’

|______1 '

В
|

полагая теперь еще 22 = у, им'Ьемъ: г: 3/2, аг: 2ус1у

1гіаг_ у2сіу_ &у 013“; _ 1 у—1и
"'

_2 _) +[у2_1_Агс$3у+—2—2у———+О‚
  
22—1 у4—1 у2+1 +1

“_в—' __з—
& ]=_____1/зіп`,в—і————-—-51/$і11

ш—іАгсс31/51па:+—21/з1пш+1+0.
40084.12 1бсов2а: 64 ъ/віпш—1

4 ' 3. 8111 а:
Прим. 3.

. ›

1 _—
Х “(…В-Та; аЁ
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3
Зд'Ьсь т=Т, ”=_Ё и т+п=—2—цёлоечетное;

положивъ зіп а:: г,

. ‚ % . ‹ігимЬемь: созш=(1—22) ‚:с=Агс81пг, да::—17(1—22?
сп. З _‘_5. _.‘_апотому [=_[г°(1—_—гг) 8 ‹іг=‘Гг—3(г—2—1) 8 (12; теперь полагаемъ 2—2—1=у;

—.' 1 —3тогда, 2—2=у+1‚г=(у+1) 3, дг=——Ё(у+1) Чу
и‚сл”Ьд.,

- 1 .3 __‘і —9 1 __‘З 4 —11=—5_[(у+1)2-у 3 -(у+1) ‘@у=—Ё[у “1927731 °+0=
‘

4 4гё 4 87$і112$7 44—:
7—і—С=————7-—1—С=7 <—2—)+С:тч/1:7а:+0.7(г—2—1)ё 7‹1—22)3 “°“ “" ’

91. ХП. Если въ 5$іпта: сов“ :иіа: показатели т и п—дробные и__
условіямъ интегрируемости не удовлетвортотъ, такъ что интегралъ этотъ въ
нонечиомъ види не выражается,то для упрощенія его изучеш'я выражаютъ его
помощью другаго интеграла — того же вида, но съ показателямит и п, пред-
ставляющиіии правильныя дроби. Этого достигаемъ, дійствуя такъ, какъ
будто бы идтегрированіе въ конечномъ видіз было возможно.

_ _4 :;

Прим. 1. [г.[зіп " а: созЧ тат.

Зд'Ьсь надо повысить т и понизить ”, дЛЯ чего ПОСТУПдЭМЪ ТдКЪ:
! _4 \ __4

[=_[совттзіп ва:.созшігс=У<3озйаззп1 3дайвинг:

\ _! "‘ __1 1 3 2 ___|

=[созёжі[—Звш васіз—Ззш э.'лгсозч:::—Ё'Гшпзтсоз 2354$.

1 5

Прим. 2. ' 1 = [ він * «: соь` “ $0100.

Здёсь надо понизить п, не лития т; поэтому д’ёйствуемъ такъ:
_

з
'

_
з 2

2зшёш__2$ш?ш соззш
8

_
З

\________\
А

2 |
'

2

]=[совзтвіп9тйвіпт=[005341701
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4 5 _к 4 - 1 _!
+33‘5іпішсоз Зюдт=А+—9—]

зіцёаз(1—с032а:)соз “жж:

іі,4 .; —;
=А+—9—[вш шсов шдт—э 3

')

- бвіпішсоздт 4 . _1
_1

откуда ]: 13
+ Ё [ эш ‘ ш сов 3 тат.

. _8 @

Прим. З. 1: [ від 5 а: сов “ гида;.

Зд'Ьсь нужно повысшпъ т, не моьняя %; для этого д'Ьлаем'ь такъ:

8__ 3 2 ;
]=[віп Ба: сов“и(вип2ш+0052ш)‹іш=_{вш‘тсоз4шдш+ [___—___]

‹Т

_8 _1_1_
7 _в .

_

+[зш Бассоз4сша:=]—і—'[с08‘а:$ш зша$1пт= .

’ ' ' _? Ч 5
' “Ё %: дэш т эш сесов а;

=1+З`сов4ш1[:— ]=і—————3———+

3 ›. з 5
' "Ё % 23 2 з‘ '

— вш шсоэ аг‹ 5 4
- 5 ::—— эш 95005 тдш=———————-—— 8111 05008 осаде.

12] 3 12 -

. _В 45
Прим. 4. 1:3[8111

5 тсоз ‚3 агат.

Зд'Ьсь надо повысить % т, и п, почему поступаемъ такъ:

12 _5 __2 _5

[:'[зіп 500005 3и(вшйэс—я—‹:082.ос)сіэс:.(зщ Ь"сссоз “ж!.ас—п—

12 | _2 _5
+[5іп бассоззэсдтз—[зіп

5ассоз “%(вхп2ш+с052ш)‹іш+

12 1 8 _5
+[віи 5 тсоз°ю(5іп2ш+с052т)‹іш=[зіп°а:сов вставн—

_2 ! __1_2 7
_

з _5
+2 він Бшсоззшат—я—іь'іп бшсоззтдт=—[$ш5шсоз 33асоісовт—і—

Ь_______1]
‘2

4_ ___1_2 з "в
+21+Усозвтзіп

5
:ссівіпш—д—[віпБжі[_3_9_032_т:]

+2.Т+

. __7 _ з _2
; 58111 5:0 ЗзшМссоз 3:0 9 . —Ё %+ 005 :ссі —— = — —— вш сс соз тошн— 

7 2 . 10
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__7 4

бзіп 5тсоздс 20 ‚ —З '
.

+2]__—7____—2—1_"$ш “шсоззжіш: О

7.аз _2 _ :Ззшвоссоз 3$ 55…
шс033ш+3_1"*—Ё

% д— зіц ;с соз ж „с.2 7 +210

92. Х1П. Интегралъ произведенія синусовъ и носинусовъ различ—
ныхъ линейныхъ функцій аэ’ @, т.—.е

[зіп(ошз+а)соз((3т+6)$іп(ут+с). . . .(іт 
найдемъ, превращая это произведеніе вд сумму “синусовъ % коси-

`

нусовд тъкоторыж новыж линейныж функцій :с’а, для чего по-
ступаемъ сліздующимъ образомъ.                                

          
             ос—і— В 3,6

а+сов ос + 0035 __ 26 “;&,
_ +6 —6005 ос — совВ— 2 ;

0. + [3 ос — [3
ОТСЮДБЪ, ПОЛЗГЁЪЯ Т = и,

2 .= ’!)

и, СЛ'ЬД., ос=и+’0‚ @=и—щ
. зіп(___и______+0)+8іп()и—о}

ПОЛУЧЗВМЪ: $1Ц и СОЗ 0—_
‘ сози+0+сови—и)

сов % сов1}_——
(

)2——————(———
).…З ..... (4)

. . с____оз(и—г›)—сов ()и—ьн)|8111 и $111 ’0—_———2— -

] ! 
Послёдовательное примізненіе этихъ Формулъ и даетъ воз-

можность постепенно Совершить требуемое преобразованіе про-
изведенія синусовъ и косинусовъ въ сумму. „
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Прим. 1,
[від (2:13 + 3) соз (::: —— 2) соз (За: + 5) аа;:

_ він (За:+ 1) + він ($ + 5) сов (33: +5)с1а::%[ він (За: + 1) сов (За: +5) дан—

  2

+—Ё—]`зі11(:с+5)соз(3ш+5)&т=—Ё—[№аш+
. _. _9 .

+%[зш(4т+10)2—|
$Ш(

"$)дт=%[віц(6ш+6)‹іш—ЫЁ45(%+

соз (ба: + 6) _ зіп 4
24 4

 + %} він (4$+ 10) да: —
%.[эіц ?тсісс : —

_№&Ф_Ш+№+ @
16 8 '

Прим. 2. [эіп (41: + 1) він Зао соз (200 + 1) сов (2$ — 8) 61.1: :
да:: 

__]‘сощ—
2аг+1)—соз(4:с+1) сов(4т—2)+соз4_

2 2

=%[соз(2т—1)соз(4т _— 2) дш——і—_[соз(4т+1)с05(4ш— 2)@ш+  +——соз 44[[ соз (2т—1)‹1ш— ," соз(4:с+1)сіш] : 71—[№ (%+

__і сов (8т—1)+с0$ 8
аэс

сов 4 (зіп (2.7: —- 1) __ зіп (4:1: +
1)}

_ $іп (6:1:— 8)

4 2 4 ( 2 4
_

48

він (2:1: —— 1) він (8:1:
——1)__с__0883

4.Г` зіп (45с—ъ—1)+
16

-—
64 ТЗЪЩи(2а: 1)—

2+] + О

соз42сс+с=
 Прим. 3. [він сс сов аліас:% [ зіп 231611:: —

1 — 2 він2 т зіп2а:
4

+0: +0’. 
93. ХПГ. Интегралъ отъ произведенія ц’влыхъ положительныхъ

степеней синусовъ и косинусовъ различныхъ линейныхъ функцій ш’а.
т.-е.

[зіпй (ош; + а) созт (Вт + 6) він“ (ут + с) . . . .сіэс 
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приводится къ предъидущему, помощью выраженія этихъ степе—
ней 03 синусаж и косинусаж кратныхъ дугъ. При этомъ, если по-
казатель степени высокъ, то придется примЪпить Формулы,
выводимыя для такого выраженія въ Высшей Алгебры на
основавіи «формулы Моавра»; если же, какъ это чаще всего
бываетъ, показатель степени не превышаетъ 2 или 3, то поль-
зуемся просто Формулами (З) и (4).

Прим. [вши
($ _ 3) совЗ (2$ + 1) (1$: _[1—соз2($—З)1+соз2(2$+1)2 2

соз (2$+1)‹1$=

=%„соз(2$+1)а$—і`соз(2$—6)сов(2$+1)01$+

+}. сов (4$ + 2) сов (2$ + 1) (1$ —
," соз (2$ — 6) соз (4$ + 2) сов (2$ + 1)

дас}
:  — __ ‹)= % {8111

(22:
+ 1)

__!“
соз (4$

25)+соз
7 дт +

!*

сов
(6$+3)—і2—

сов (_$+1) (%+ _ [
сов (6$ — 4)+ соэ (2$ + 8)

2
сов (2$ + 1) (№} :

_ він (2$+1)_ віп (4$ — 5) сов 7 $ + ЗіЦ (6$ + 8) + зіп (2$ + 1)+_
8 32 8 48 16

! Д
А

__%_[с08(6$—4)соз(2$+ 1) $$—%[с05(2$+8)соз(2$+1)‹1ш=

    : А— і1‘00$(8$—3)+соз(4$—5)ат_іі‘сов(4$+9)+соз7$$:
8 2 8 2

_ зіп (8$ — 8) він (4$ — 5) еіп (4$ + 9) сов 7 _ 3 зіп (2$+1)“'А—
128

_"
64 64

_
16

“’“”О—
16

+
3 зіп (4$ — 5) 8 сов 7 зіп (6$ + 3) эіп (8$ —— 3) він (4$ + 9)

-— — $ + +
64 16 48 128 64

С°

94. ХЧ. Интегралъ ЛГ” ($) сов «$ + ср" ($) зіп $$] 01$, въ но- 
торомъ /п($) и ср„($)—ц’влые многочлены п’ой степени, найдемъ,

разбивъ его на сумму двухъ интеграловъ [Ги ($)соэ«$$$ и
)ф„($)він оа$сі$ и понижая затіэмъ въ каждомъ изъ нихъ степень
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многочлена. помощью интегрированія по частямъ, при чемъ, ко-
нечно, пода знака дифференш'ала подводили все время він оса: и
сов от.

Поступая такъ, получаемъ:

[ Ш (3?) (508 №0 + ср” (50) він ост] = Пп (а;) 005 ата; +  + [ф1ъ(ш) зіп “шайб: [ {" ($) ($
зі11ососаг:_|__|_“СР

(%) (і<—
сов

““_-‘”) =: 7205—00)він ост -— [ Зіпаат]“” (сс) (250 _—
Фптщ 005 от + 

+{соіжф/„(Ю)Сіт=—СРТ"—)"Ю”Т0080т+г‹(“”Зіпост—і—

+ [ [/п__1 (т) сов от + срп_1(ш)зіпот] 0139,

!
ГД,}; .

іітс—1(ш)Ефпод(ш)7 ?п—1(т>=_№3 
ТОЧНО такъ же

@ сов от +‚[ [Г„_1(93)005ат+<р„_1(дс)8іпааз] сіа;:_
|_7сп——ш1(-’10)$іпоса: + [ “”_2 (а:) 005 от _|_ (%;—2615) він от] ($50,

и т. д.;

наконецъ, [ [];) (а:) сов ош: + % (аз) зіп от] №0 =
= — —а—)°шсовосш+Г(°——

“(Щ)віпот—ъ— О,

ибо Гоф) и сро(ш)—числа постоянныя; подставляя всі; эти вы—

раженія одно въ другое, получаемъ:

[[!”„(50(305
о_саз—нрп

(я:)він сид] візи: — Ф“($)+Ф”_1(32+'
' ' ` +Ф°(т)

соз шв+

+731
(гс) + {”___1 (гс)+. . . .+Г0 (:с)

ее
зіп от—п—О
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или [и (аз) соз ж—п-срп (ас) зіп аэс] № = 
= Е„ @) сов ост + Ф”, (50) зіп осад + О....... (5), 

т.—е. интеграла имтьетъ тотъ же видъ, кста % его подаинтсз-
ралъная фушщъ'я.

Зная видъ интеграла, можемъ его искать «по способу неопредіз-
ленныхъ нозфиціентовъ», для чего пишемъ его выраженіе съ буквен—
ными коэфиціентами, заттэмъ ЦИФФеренцируемъ полученное ра—
венство (5) и, наконецъ, приравниваемъ другъ другу подобные
члены правой и лёвой части—это и дастъ намъ ур—нія для

`опред'Ьленія искомыхъ коэфиціентовъ. Для увёренности въ за-
конности этого метода надо еще показать, что если имёемъ

{„ (яз) 008 от + ср” (ас) він ош: Е % (аз) сов от + бп (гс) зіп оша,

то непрем'Ьнно {дада ш„(00) И %(90)Е 9,337);

въ этомъ убізждаемся слёдующимъ образомъ: полагая ош:: Шип,
‚ гд'Ь 10 — любое цёлое число, иміземъ

13,16%“):„($) .............. (6),

&. полагая ош:: Шок + %;

получаемъ (рп (@+ %) = 6“ (2—26; + %) .......... (7),

ибо

сов 2іш=1‚ він 2%:0,
асов<2істс+3:0, зі'п(27т 121): 1;

и такъ какъ равенства (6) и (7) существуютъ при безчисленномъ
множествё значеній ціэлаго числа Ас, то заключаемъ, что они
в’Ьрны тожественно.
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Замізчанпе. Если многочлены {”(ш) и %(т) Фактически будутъ
разныхъ степеней, то при примізненіи «способа неопредёленныхъ
коэффиціентовъ»должно степеньобоихъмногочленовъРжев) и Ф” (а;)

считать равною высшеи изъ степенеи многочленовъ {„(ш) и срп(а:).

Прим. 1. і: [(:-3:1:2
— Ба: — 11) сов жда).

Первый пріемъ — непосредственно: .
' е_ _

1=[(3ш2 __ 53; _ 11) 62811122“):№ він 2аэ— %[зіи 2$.(6т—5)да::
\________1

А  1 соз2ш 630—5 1

_А—5[(6ш—5)‹1(— 2 )—.А+ 4 соз2ш—Ті`соз2щ.6аш_

6т2—10ш—25 . 6
=—-——4—————зш

233+ соз 2:1:+ 0.

Второй пріемъ —— по способу неопредтъленншсъкоэффиціентовъ:

і=(Аш2+Вт+Б)соз2т+(Еас2+Еа:+О)зіп2ш+ `О;

дифференцированіедаетъ:

(3.702 — ба: — 11) сов 2:1: : 21100+ В сов 2:1: —— 2 (Аа:2+ Ван- В) він 203,

+2(Ет2+3а:+6т')

 
+2Ет+Ё

3
откуда, 215: З; —2А=0 А=0‚ Е=—2—-

3 5
2А+2Е=——5;—2В+2Е=0 3:3, Е=——2—

В+26=—11;—2Б+Ъ'"=0 В=——і-‚6`1=—315-

. _- 2__ _
и,сл'Ьд.‚ 1:65”4 3соз2ш+№зіп2ш+а

Прим. 2. 1°=}`
[(асЗ + 2:13? -— За: + 1) сов ш + (:::2 — За: + 2) віп а:] 01$.

Первый . пріемъ — непосредственно:

1°=_[(ш8+2ш2—3т+‚1)сівіпас—‹[(т2—8ш+2)‹ісозт=
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=(ас3+2эс2 — 3х+1)зіпас —[(3а:2+4ш— 8)$іп шая: —-(а;2——Зсс+2) совш+Ц | 

А В
—]`(2ш—8)с05 :сддс =А+В+[(Зш2+4ш—3)асозш—ъ—[Ош—З) ‹ізіпоз:

=А+В+(Зш2+4ас—З)соэаг—[(6ш+4)созтдш+(2ш—3)зіпа:+%___і [__—___]
_

В Е
—[28іпш@т=А+В+В+Е-'—]`(6аг+4)‹ізіпас+2созэс=.

Е
=А+В+Б+Е+Р—(6ш+4)$іпш+[65іцшдт=
:’(2332—4—7ас— 9)созэс+(ш3+2ас9—7$—6)$іцос+0.

Второй пріемъ — по способу нвопредгълттыэсъ коэффиш'ентовъ.

Полагая [[(асз+ 2.0172 — 3.9: + 1) 005 50 + (эс2 — 300 + 2) зіп за]
(190 =

›

=(Аш3+Ваг2+Баэ+Е)соза:+(Еаз3+Ош2+Нш+К)зіпэс+О
и дифференцируя это равенство, получаемъ:

(__асЗ+2ш2—3аз+ 1) созаз+(аг2— Зш+2)зіп $:
= 3.4302+ 2Вэс+ В сов а: — (Ааа3 + Вас? + Бас+ Е) зіп эс,

+Ёш3+аш2+Нш+К +3Ёш2+28ш+Н

откуда, Б`=1; —А= А
.

3А+6=2; —В+817’=1 В

2В+Н=—З;—В+2Ст'=—3 Б=7, Н=—'7
В+К=1; —Е+Н=2 Е

и, сліздч ]=(2а32+7ш—9)созос—|—(ас3+2эс2—7ш—6)зіпсс+0.

95. ХУЬ Интегралъ произведенія цЪ'лаго многочлена[”(аз) и ці;-
лыхъ положительныхъ степеней синусовъ'и носинусовъ линейныхъ функ-
цій _ш’а, т.-е. '

“„ (90) 8111" (ост + а) 005“ (Вт+ 6) . . . .сіш 
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найдемъ, преобразовываясначала, какъ въ № ЭЗ—МЪ, произведе-
т'в этти степеней въ сумму синусовъ % косинусовъ другии иш-

нвйныж функш'и аз’а, раскрывая заттмъ скобки и поступая,
наконецъ, какъ въ предъидущемъ №-п›.

Прим. і: "-
(Заэз — 43:2 + 239 — 1) зіп2 (гс + 2) 005 (2% — 1) дас:

:](Зшз—жйч—ж—1)№соз(2ж—1ідш=

=—;—[(Зас3—4а32+2ш—1)соз(2а:—1)сіа:+

‚ _%]‘(3ш3_4ш2+2ш_1)________соз(4а:+8)+с035дш=2

=і[(3тЁ—4ш2+2ш—1)‹і—————8Ш(2$_1)2 2

— %}.(Зшз— 4%? +- 2:13— 1)‹і№ —
ЁЛ—Ё—б ."

(ЗосЗ—'4ас2+2ас—1)61$:

З_ 2 _-
:ШЦвідш—ц—Ышасэ—змщзіишт—1№+    4 .

1 _]
А

3_ 2 __
—№—Ззіп(4сс+3)+1—1ё[(9т2—8ш+2)зіп(4ас+8)‹іас+

! 1

В
9 4 З

—№<і—Ёі+тй—ш)=А+Вч-Б+4 4 З
| #]

Б
сов (4317 + 8) _____—4 __соз(2ас— 1)__ 11' _ ‹2_ _ 2—+4[(9т 8а3+2)‹1

2 16
(933 850+2)с1

2_
=А+В+В+№соз(2эс—1)—%[(18т—8)соз(2ас—1)дас+

\ Ц
Е

9ш2—8ш—ъ—2 ‚1——-————-— - _ _ 4 =
64 соз(4ас+3)|—64_[(18ас 8)сов(эс+8)‹1т

\ 1

Р
$111 (43: + 8) __$іп (2а3— 1)+і

42 32[(9$_4)д=Е+Е—%[(9ш—4)а



—145—     =Е+Р—9ш;4зіп(2т—1)+%]`$іп(2т—1)дш4903;84віп(4т+3)+
18$2—160—5_— 2/ _—1—2—8[віп(4гс+3)‹іа:= 16

соз( „с 1)+

8__ 2__ _Р_2 ›__|_—6038$ 5‘,]с_'_2зіх1(2ш—1)+ [2% +640“ 7соз(4т+8)+8 512

—24аз3+82ос9—7т+4 . 9ш4—16х3+12х2—12ш+
128

зш(4ос+ 8) —
48 сов 5 + О.

96. ХУП. Интегралъ [= ] (А сов 1003 + В він Аст) д’…” 490, гдгіз

А и В—постоянныя числа, найдемъ двукратншт интегрированіемъ
‘

по частямъ:

 
і: [(Асозіж+В$іп№3) ет сіт=[(Асозіжч—Взіпіжуіт:

771;

= А сов №+В зіп іж @ — Ё в…”? — А зіп ісш-г—В0057993)(!$ =”2 777;

, = (Асозіж+Ввіпіж)ЁЁ;——\ (Всоз/ст— Азіп тий;: (А сов іст+В51111550)?— 5 (В сов Хюэ — А зіп А:$)ЁЁЁ _..т т
]52+—

11—12
вт (— В зіп Иса; — А 005 Хаас) 0200 =

.= [(А—%В>созіст+(В-ь%А>5іпіж]8:27 —Ёі+0

откуда

70

<1+3ЁЁ>1=[…_А№_;Ёсозіш+№$1пдт18°’№+0
В ТА ‘и,сл'Ьд.‚ != [1754——24422Всозігт+т—+—‚Ёйзіпісас]е°”т+01. 

Такимъ образомъ, интегралъ им‘ветъ тотъ же видъ, нанъ и его
подъинтегральная фуниція.

Зная видъ интеграла, можемъ его искать «по'способу неопред’в—.
ленныхъ коэффиціентовъ». ' '

10
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Прим. і:
".

(5 сов За: — З зіп Зао) её” ‹іас.

Первый пріемъ — непосредственно (подводя, для разнообразія, віп За: и
сов 300 подъ знакъ дмфференціала):

і=[5е4$сі(в—шзіи>+[81370100830:=—Ё—віп8ше4т—%[6е4$віп3ш№с+

+003
Зте43—43`е430

сов Зтдш=(% зіц Зас+сов3$)е4ш—Ъ—

4 $ 4 т . 5 . т
+51`584 @СОЗЗаС—ЁЁЗ‘Ё @81Ц3$=[(Ё81Ц3Ю+с083$ 64 +

+
29—0

сов 300 84$ —
136 [ 584$ сов 303430 —

% віп За: е4$+
%;?-! (34$ він Засади:

—(% эіп Зав +%соз Зов) е4$ —
$5.03 сов Зас—З $іп Зш)е4$дос=

__29совЗшЕ-эі—Звш3шещ_ёёі+0,

откуда 1-: 29 сов
8.702;—

8 эт 3.90 ещ +0.

Второй пріемъ —- по способу неопредюленнышъкоэффиціеитовъ:

[(В сов 3$ —— З Ьіп 3$) е4‹$ дас : (А сов 8.70+ В він 3.70) в№ + О;
/

диоференцируя, получаемъ:

(5 сов Зав — 3 зіп За:) е“ : [(4А + ЗВ) сов 8:13 + (419 — ЗА) він 300] 84$,

откуда 4А + ЗВ = 5, 4В -— ЗА = — 3

3 29
и, слід, В = %, А = %;

', 3
'

такъ что 1:№е” + О.

97. ХУПЪ Интегралъ Л/„(т)0087°$+<?„(т)51117ж}еттдт
можемъ найти интегрированіемъ по частямъ, подводя в№ подъ

знакъ дИФФеренціала; при этомъ убгіздимся, что интегралъ им‘ь'етъ
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тотъ же видъ, какъ и его подъинтегральнаяфункція, т.-е. что

“13100005 Хоа: + ‹рп (сс) зіп іж} этт сіш:: {Рп(а:)совіж+Фп(ш) зіпіж}ет+0. . . .(8). 
Послгвднее обстоятельство проще подтвердить, разбивая

интегралъ на два и подводя сов Хет етас и зіпіж ет“с подъ знакъ 
дИФФеренціала. Д'Ёйствительно‚ какъ вид'Ьли въ предъидущемъ №,
имъемъ:

[сов іжета’ №0: (А сов %% + В зіп Хто) ет” + (71

и [ зіп іжетшсйт: (Ввоз іса: + Е зіп Ася:) еж + 02,

гдіз А, В, В, Е —— постоянвыя числа,; отсюда выводимъ, что

00$ 76$ етш сіаз: сі {(А сов ісаз + В він 74:0) еж}
и зіп 70:0 ет от = сі {(Всо5Аст + Е зіп Иж) еж}

& потому

. [ {& (ш) соз ісаз + (Рп (т) зіп 1990} в №
сйт = [72 (00) 005 іствта’ №3 +

+ [ (рп (ас) він ісжтт 0150 = “и (св) сі [(А 008 76:17 + В він 7639) этт] +
+ [ (Р” (а:) ог [(В сов Аст + Евіп дюз) етап] :
= [„ (№) [А соз іж + В він іст] ета” +

‚ —[(Асозісас+Ввіпісаз)ет°°;”'п(т)сіт+
+.?“ (00) [В сов Аст + Е він 7993] ст“" +
—— (1) сов 76%“ + Е він Хот) ета”

'
(00) аа: :

. 9 п
10*
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=
{[А/%»

(‘“) + 3% (т)] сов 76% + [В]; (вв) + Еср„ (т)] эіп щ № +
_ [{ [Аі'п(т)+1)ф’п(т)] 005 7173”[ВГ], (%*-Еф,“ (сс)] зіп Хет}ета’т=: [бп (ш) 005 №0 + ‘”п (аз) зіп 76$] ета” +
+ ] [Гп_1 (а;) сов Асов + ср„_1(аз)зіп Кот] ета” аш;

такимъ образомъ пришли къ интегралу того же вида, какъ и

заданный, но только болізе простому, такъ какъ въ немъ степень

цгізлыхъ многочленовъ, на которые множатся сов 199: и зіпіж, на

единицу ниже, чёмъ въ искомомъ. Прим’ёняя этотъ способъ и

дальше, и получимъ въ конціз концовъ равенство (8).

Зная видъ интеграла, можвмъ его искатъ «по способу неопре-

д’вленныхънозффиціентовъ»; посл'Ьдній въ разсматриваемомъ случаъ
оказывается проще всдвхъ другихъ.

Прим. і :: ] [(даз + 2302 —- 800 + 1) сов 200 + ($2 —— бт + 2) зіи 200] в“ аэс :
:: [(А./1:3 + Вос2 + Бэс + Е) сов 231: + (Ессз + Нас?+ Кас + 1) віп 200] ед” + С.

Дифференцируя, получаеиъ:

[(заЗ+ 2%? — 850 + 1) сов 230 + (эс2 — 550 + 2) зіп 2.70] ет:
Аас3+ Ват:2 + Бас +Е: +3Аш2+2Вт+ В сов 250+

+2Гас3+2Нас2+2КЗс+2Ъ
Гш3+ На:? + Ка: +1

+ —2Аш3—2В:с2—2Вас—2Е віп2т!е$;
+317032+2Н00+К ]

отсюда

А+2Ё= 1, В+3А+2Н=2‚ В+2В+2К=—З‚ Е+В+213= 1,

17—2А;0‚Н—2В+3Р=1,К—2В+2Н=—5‚Ъ—2Е+К:2
' 1 2 9 13 209 337_

И‚СЛ’ЁД.‚ 14:33 Ё=3°3В=ЕЁ‚ Н_Ё’р_1_2—5’ ___%)
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1258 419Е* _ №7 _ %>

а„ значитъ, і: {(125503+ 225%2 + 1045.70 — 1258) соз 2:13 +
+(250ас3+ 325002 — 168550 + 419) від 2$}е6__2’

+.О

98. Х1Х._ Интегралъ произведенія ц’влаго многочлена {„ (сс),
показательной функціи ета” и цізлыхъ положительныхъ степеней синусовъ
и носинусовъ линейныхъ функцій :с’а, т.-е.

“№№№ Зіпр (от + а) ‹:059 (Вт + Ь)… ад; 
найдемъ, преобрёьзовывая, какъ въ №. 93-мъ, произведеніе этаж
степеней въ сумму синусовъ и косинусовъ тькоторыссд дружат;
линейнышъ же функцій т’а, раскрываязаттьма пода интеъраломъ
скобки и примэьняя къ каждому члену способа, изложенный въ

предъидущемъ №.  . — 2
Прим. [(ас+2)е=с81п2сссоз осада =[(эс+ 2)еш

3—38—56 008 осаде:

2 1

=]“;— е‘”созтс?ш—[т+2е$соз2шсозшсіш='г(5т+1>созж$аша—

—1`(—Ё—т+1)есіт$№т=[(%ш+%>созжш‹іт+

—[(—Ё_—а:+——)созЗте"’еда:: [(Аш+В)созт +(1).1:+Е)віпа:]е‘”+

+ [(Ёш+ Н) сов 3:10 + (Ка: + В віп За:] 637 + С;

дифференцируя, получаемъ:

1 1 Ш 1 1 „_(Ёш+Ё)созж —(—4—ос+—5-)0058хе _
Аас+В Бт+Е ]

совт+ _Аш—В віпш\ет+
!Т!

[ +Вт+Е +1) ]

+]
Гш+Н Кт-я—Ъ ]

+1
сое За:+ — ЗЕЪ— ЗН він Зоо Зеш7

ЗКт+З1Д +К
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откуда

1А+В=%‚ В+А+Е=—;—,Р+8К=—%‚Н+17+312=—Т2—‚

`.р—А=0‚ Е—В+В=О, К—3Ё=0‚ Ъ—3Н+К=О
1 1 1 1

И‚СЛ’ЁД.‚ А=_8—‚В=Ё;В=Ё‚Е=Ё‚
1

'
з 7 27Г——ЮК——ъддгтдд"чт

&, значитъ,

(25.1; + 50) сов гс + (25:1: + 25) зіп а: — (ба: + 14) 008 За: —— (15513 + 27) зіц За:
ед” +01 :

200  зіцтаю сов осад:99. ХХ. Интегралы % %( % помощью извгьстныжэ

намъ просттйшиж функцій въ конечномъ видэъ не выражаются,
@ представляютъ тьноторыя новыя функціи; первую изъ нихъ'
наз. интегральнымъ синусомъ, & вторую—интегральнымъносинусомъ,
и ті; ихъ значенія, которыя обращаются въ нуль при т::О,
обозначаютъ соотв'Ётственно черезъ &'(т) и Одес), такъ что  Р”ж=&щ+0‚_т”ж=шщ+с.   100. ХХ1. Интегралы (“115330 %

возми
при „_ ц’вломъ по-

.
ложительномъ приводятся тэ интегральному синусу или косинусу
помощью интегрированія по частямъ. Дёйствительно, иміземъ:    ]‘зіпагдос="`зпжі

віпа: + 1

[008314117
] (п — 1) сс"_1 —(п — 1) 33"—1 п — 1 ш"_“1

И Т. Д.

008 асдэс сов а: 1 віп агат: __ _Ф-И.[ас" [СОЗ шаіі—(п———1)1а:”—1:]= (% —1)а:"_1 % -— 1." а:"_1

ИТ.Д.

зішида: сов сида: — пока не придемъ къ (__— либо къ ( 
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‘віп2сссіа: віп2а:` 2 сов2осдш_пР""-‘-]т—[$іп2шй[—ЁЁ =__3т—8—+Ё_[—$8—_[__]

А
сов 2:1; 2 ёіп 2.500131:

_А+3[сов2ша[—— _А_3_$2_Ё]`Т=  =В+—[віп2ш‹і(1_=>В+2зш2т__4_ Еов2шіас= 
 
8:1: 3 ' сс

зіп 2$ сов 21: 2 віп 2:10 4 .—-.—
8003

—
831%

+
33; —Ё0ъ(2т)+0.

сов Загдас соз За:
Прим. 2. [т=[[005 351361 [_ 2 ($1___]—1)2—'2($___1)ё+

_Ё вшзта$=11+іуып8ші
1 =А+Ззш3ш 9 совЗшдос_

2 (:р — 1)2 2 сс —1 и(ш—1)_Ё :::—1
_і__! сов(8а:—З+3) 9 сов(8а:—3).созЗ—зіп(3ш—8).зіп8

2і[_—):”!$213";:::—1 ас—1
да::    =В_9с0881'с05(8ш—8)д$+981п3'[вш(3ш—З)д$=2 3—1 2 ас—1

=_ 0083$ +881п8ш_9с083ш(3т_3)+ЭБіЦЗБ'гі-і-(Зш—З) О2(а‚°—1)2 2(а:——1) 2

* /с т3 швов ссд101. ХХП. Интегралъ [іхі—„і при !с, т и „_ ц’влыхъ% '
% положительныхъ тоже приводится тэ интеъралънымъ синусу %

косинусу, для чего предварительнонадо преобразовать числитель
въ сумму синусовб % косинусовъ кратнытд дума.

 
  віп2тсоз тат 1 (2 зіпагсоз т)віпаз

„р.…. [_=_у___д„„={1:2 2 ос2

1 від 2твіпа: 1 сов Зт—соза: 1 1

+ 1]`созт‹і і)_созЗ:с
З

[вінЗтат_созш__1_
зіпшда:__

4
_

4:0 4 а: 4:13 4 а:
_—

совЗт—совш 8 _ 1 .
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102. ХХЁП. Интегралъ 1=1`№ах можно найти, кромдвос соз ас + В 3111 а:
общаго способа (т.-е. положенія щас =цг), еще такъ. Полагая

«:тзіпср и В=тсозф, откуда т=1/ос2+[39‚
- 1 асозш—п—Ьзіпш 1 асозт+Ьзіптполучаемъ: ] = — ‚___— д; =_ __ т;1' эт ‹р сов а; + сов ср эш а: 7' вт (ас + ср)

если же еще положимъ $ + @ : г, - 1то получимъ: ]:— (12 =асоз(г—‹р)+Ьвіп(г—Ф)
№ 8111 г _ 1[и(созгсовф+віпгвіпф)+1›(віпгсозср—совгзіпср)дг___

т зіиг _ _асозф—Ьзіпо-[сжгсіг азіпф+6005фі`аг_т віпг т
_

асоз' _бзіп . азіп +Ъсоз=——`Р_—Фгвшг+—Цг+01 т_“В—Ы‘гзі со озті -““+Ь'°"( 0—_а2+62 [пт зф+с зцср]—я №ш+ф+ 1—-

_аБ—Ъо‹ Вэі'пш—і—оссозаг сщ—і—ЫЗ
_ц2+‘32 уш2+62 а2+'62($+‹р)+017

т.-е. і=ав_ьа`1(‹хсозт+взіпаз)+сш+№а:+О.
«24.62 “2.4. [32

МОЖНО И еще иначе найти ЭТОТЪ ИНТЭГРЁЪЛ’Ь; именно, ПОЛОЖИМЪ:

воззвал: зіпшіас
_. .`_-—= “ ——+= ’оссозсс+гззшас оссозш+681пш

шсозш+ зіпштогда осМ+р№=_[—;’——дш=уйт=ш+01цсозш—ъ—Взшас
И ›

созсс—осзіпа: сіоссозсс+ зіпт
,

.6М—ос№=[в%. ‚т=у;——В.———)=1(оссоэт+{38шш)+02‚щсозш+рзшш оссозш+В$1пас ,

ост .откуда М На. 005 а: + 6 $111 сс) + «01 + [302=-—+—-(124—62 (124.62

60: °! '
№=№—№”°‘°°$“’””“ВЫМНМГЮ'”

аон—ЬБ аВ—Ъос___—.. +—-———
а2+132 034—62

’ )
& слЪд.‚ і: (1211 + БП: {(и сов «: + В $іЦ_.’13)-і—0. 
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$ 5. Фуннціи круговыхъ сложныхъ чиселъ.

103. 1. Интегралы “Ж“” Агсзіп тдс % ] [“(ш) Агссозшагов най—
демъ, интегрируя по частямъ съ подведвніемъ {„ (аз) пода знака
дифференціала.

 
ДЪйствительно, такъ какъ [];; (шМгс =Гп+1(ш)‚

гдіз Гп+1(т)—цч%лый многочленъ (% + 1)’0й степени, то

Г” (аз) сіа: = сі/`„+1і(:с)

и ели., напр., [ (ш)Агсзіпжіяз= Агсвіп та?)” оо :7 п п+1
_ 

     . дт= Гп+1(аэ)Агсз1пт— [[”+1(т)—т/1_ $2,

& послёдній интегралъ найти уміземъ.

.
2

ПРИМ. 1 ='Г(6002 — 50: + 1) Агссоз „*ваш: [ Агссоэ гс сі (2х3 —
5% + а:) =

3 _ 2:Щ Агссоя эс + і[(43133 — 5:11:2 + 2$) сіаз '
2 2 1/1 — (1:27

3_ 2 ‚ . __но гц“;5$
+2щф№=(11зс9—і—Б’аз—я—В)1/1—502+>\'[`

дас
‚ с1/1 — 6132 1/1 __ 502

откуда
3 _ 2 ‚. __ 24:1: ба: +2ф=(2Аас+В)1/1—ш2—(АЮ +В$+_В)ас+ }\
71—302 71—01% 71—302

и, сл'Ьд.‚ 4а33— 5ш2+2гс=(2Аос+В)(1 — аг?)— (Аос2+Ва;+В)ш+)\=
.

=—2А осз—В ш2+2А т+В;
—А _В _В +%

поэтому —3А=4,—2В=—5,2А—В=2‚В+>\=0,
4 5 14 5_Т'е- ' А=—Ё‚В=Ё‚В=—Ё,)\=_Ё‚
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= 4 з_ 2 2_ _
и ]: ос 5:10 +2$Агссозш—8ш 15$+28#1—ш3——5—.Г

:
2 12 4 71—002

8х3—10 2 4 '5 2___ __
=————Ш4+

00+ Агссозш—8———тізш+2871—ш2+0.

104. П. Интегралы [Г„(5с)Агсэіптжіти ]/`„(:с)Агссозтжіоа‚
въ которытд т—цізлое положительное число, тоже найдемъ по-
слтьдоватвлънымъ интегрированіемъ по частямъ, оставляя всезда

степень Агсзіпа} или Агссозт ент знака дифферент'ала.
Дійствительно, и№емъ‚ напр., что

]= [Г" (90) Агсзіптшаги:.[Агсзіптдві" (ос) сіш=УАгсзіпт тдіп+1(93)=

    
- . __ да:: „4-1(%)Агсвштт _— 9п[Гп+1($)АГС$1пт Чит:

А

= А —— т [ Агсвіпт_(сс)—————-{"+“(Ю)дт;
1/1—4с2

но мы знаемъ, что [№—_ Р„(и))1/1—т——_2_+?\_Г———1/1 —:с2 2

и слід. Гп_+__1_(_т)‹іт=д[рп(сс)1/1——ш2]+7\17—д—
'

7 7
1/1 1_$2’

:;начитъ, 1= А — т [Агсзіпт"1 ас
{сі [Р” (90) 1/ 1 _ 509] +

01$___—|—
1/1—002

 + 7\$} = А ——
70%[А1чззіі1т—190

1/1 — $2

—т [ Агсзіпт_1жі [Ёп (90) 1/1 ——
902]

= А -——- }\ Агсзіпі” 50 +
_тРп (5:3) 1/ 1_всЗ Апззіпт—1т+т (т—1)[Рп (а:) Агсзіпт—2Маг.

Такимъ цбразомъ искомый интегралъ выразился помощью

извёстныхъ намъ Функцій и интеграла Того же вида, но бол'ізе

простаго, такъ какъ въ немъ показатель степени у Агсзіпт на

2 единицы меньше, чёмъ въ искомомъ; значитъ, примізняя
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этотъ же методъ и дальше, придемъ, наконецъ, къ [%(тжіаз,
когда т—четное, и къ [ш„(сс)Агсзіитаз, когда т—нечетное,
& оба эти интеграла найти уміземъ.

Прим. і: [ (18$2 -— 4.90 + 8) Агсвіпзжіа:: [ Агсзіцв ас (18$2 —— 4:13 + 8) (130:

=
."

Агсзіпз жі (басЗ —— 2502 + 350) = (6.173— 2002 + 3.93) Агсзіпз сс +Ц |

А
(2.70

71—3132,
  — 3 [ Агсзіп2 а: (6003 — 2362 + 8:10)

дос

1/1—'ш
 [(6003—2т2+8ш) =(ааз2+Ъш+е)1/1—ас2+7\[а  

откуда 6003 — 2332+ Заз =(2аас +Ъ)(1 —— ас?) — (аэс? + Ъаз + в)аз + }\ :
=——Заас3—2Ьш2+(2а—е)ас+Ъ+Ж

      

и,сл'Ьд.‚ —3а=6‚—2Ь=—2‚ 2а—е=3‚1›+>\=0,

т.—е. а=—2,Ъ:1,е:—7‚>\=—1;
значитъ',

(6003— 2т2+8т) ‘“ :ап—жгч-т—пиышгъі,
71—302 71—062

апотому

і=А+3_[Агсзіп2шсі[(2ш2—гс+7)1/1—ш2]+3[Агсвіп9ш1/
да:

2—1—я:
=А+8(2т2—ш+7)1/1—ас2Агсзіп2ш+д |

В'_— . дас .—6_"(2аз2—т+7)1/1—ас2Агсвшас +Агсзшзос=
1/1—а32: В + АгсзіпЗ ш —— 6 [ Агсвіп а: (2902 — эс + 7) да::[__1р _

= ‚В — [ Агсзіпті (4003 —— 3:10? + 42:10): В -— (49:3 — 8:02+ 42%) Агсзіп а: +
да:

2
: (&&&—2002 + 8$ + 1) Агсзіпзаз +

1—а:
 + [(№ _ №+ 49$)
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+ 3 (23132 — 00 + 7) 1/1 — ос? АгсзіпЗ % —
(4003

— 8002 + 4200 + %) Агсеіп $ +
8002 —— 9.2; + 268 _2

6
1/1 Ю+О.

105. 111. Сл’вдствіе: Интегралы ]Агсзіпт стос % [Агссозтжіт
при т— ц’вломъ и положительномъ найдутся тоже послъдователь-
нымъ интегрированіемъ по частямъ. Напр.,

   . . . _ @.

[Агсвштжігс=тАгсв1птш——тУссАгсыпт‘тУ—‚с—2:
|

А
‚

. 1—я:
.

.'
_ _ _(1 . __ _

=А+т]Агсзшт ‘т171т—Ё2=А+733[А1^сзшт ‘жПЦ—ш”:
—сс

=А+тУ1—ш2Агсзіпт—‘т+
| Д

В
— т(т—1)[У1—а‚'2Агсзіпт—2а:Й°Ё_ш—т2: : В —- т (т —— 1) [ Агсзіпт_2ж!:с;

такимъ образомъ показатель т пониженъ на 2 единицы.

_ @
Прим. 1. [Агсвіц‘і ос : аз Агсзіп4 сс — 4 эс Агсзшзас _а:— =

| 1 1/1 — а;?
А

 
=А+41Агсвіп3тй1/1—ас2=А+4т/1—т2Агсзіп3.ос+    

| _!
В .

-—12"`1/1——т2Агсвіп2а:1/
аэс

2:13—12'ГА1'сзіп2шаш=В—12шАх'свіп2ш4—1—50
В

+24УЩАгсвіпт—-ат—=В—24і`Агс5іпжіт/1_ас2=71—002+ . ——— від:

=В—241/1—ас2Агсвшш—ь24і`У1—т2————=Е+241дас=
_ | 1/1—ш2! Е: ас [Агсвіп4а: —— 12 Агсэіц2 гс + 24] + 4 1/1 — а:? [АгсвіпЗ ас -— 6 Агсзіц а:] + 0.
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Прим. 2.
[Агссовз шіас = а; Агссоз3 $ + 3 ас Агссов2 «:& =

| | 1/1 — 502

А
 

=А—8УА1'с0082ж11/1—сс2=А
— 3 1/1 — $2 Агссоз2 :с — 6 [ Агссозтат =

|

_В ..

=В—6асАгссовт—6[№=1/1—32

= а: (Агссов8 :с — 6 Агссов :с) —— 3 1/1 — :1;2(А1'ссоз2 а: — 2) + С. аа: дас7 ‚106. П . Интегралы [ Агсзіптш и [ Агссозтш’ при т ц’вломъ 
положительномъ, приводятся къ интегральному синусу шт инт.

\ косинусу, для чем надо соотвттстввнно Агсзіпас или Агссовш
принять за новую переминную.

Дёйствительно, полагая, напр., Агсвіпаз= у,

имёемъ: «: = зіп @; и №0 = соз усіу,

008 уау& СЛЁД" [Агсві—п—тт =; ут ’

этотъ же интеграль, какъ мы знаемъ, приводится къ Б‘Цу) либо
(%(у) помощью интегрированія по частямъ.

прим. ]. 1=У№0
Полагая Агсзіп :с = у, иміземъ эс = зіп у, ода: = сов уеду

и, слід, і=ГЁЗЁіЁ=[созуд(_і>=_созу_."вш;/с1у=?!

_ сову__ . ‚__1/1—т2 . ._ _—
——у

а (у) + С __ А_гсзіп$
—— & (Агсзш ас) + 0.

61:13

Прим. 2' _
АгссозЗ :».

Положеніе Агссов а: = у даетъ: а: = соз у, (141: = —— зіп уау



——158—  - __ він уау _ . 1 ну сов уду_
и‚сл'Ьд.‚ 1_—[——у8—_[ешуа.№=8Т.__ —2—.\‹у

\___.1
‘ А

сов у віп уд віц у сов у1 1 1

_А+Ё[совуд;—А+Т;+ЁУ у 31—*2—у;+—%;
——+%БЦЗЛ'РС—

  _
2 Агссов2 ас

+
2 Агссов а:

+ Ё & (АГ0008 ас) + 0.

107. \Т. Если „ — Ц'Ьлое положительное число, большее единицы, то ин-

Агсвіп шая; Агссоз шаге„ и выражаются въ конечномъ видів. тегралы  $10,

Дёйствительно, напр., [№: [ Агсзіп які [_№] :
_ Агсвіп сс + 1

[
07$

__ (п —1)ас"—'1 % — 1 шп—д 1/1_—а:9’

посл'Ьдвій же интегралъ найти уміземъ.  Агсвіп «;да: 1 Агсзіп :»
Прим. 1. [Т: [Агсзіп ші(— Тш2)_— 2:02

+
Ь._.1

А
` “($) 2

1 6130 =А—1 а: за =А—і (і)_1+0___

=—
2$2

_
2$ О.

Прим.2_ у№_ [Агссозша(_ і)=__Агссова‚-+:с 00
__,”

1____1
А

1д— - __
2

—[—Ё_:=А+ _'_т__=А+1(—1—+ (і)—1>+С=тУ1—а72 1 сс _,”

Агссоз а: 1 + 1/1 — 002
=—— +! + С.

а: а:
 

Замізчаніе.‘ Въ п'Ькоторыхъ частныхъ случаяхъ можно выразить въ ко-
Агсзіпт ;вдгс Агссовттат

нечномъ видЪ и интегралы п и п ‚ас а:
 В’Ь КОТОРЫХ'Ь числа 
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т и п — ц’влыя и положительныя, при чемъ % > 1; напр.,_

А з'п2 да: .
. 2 '[ то 1 а: :

[Агсвшз тсі _і :. — №+ Агсвіптщ—338 21132  2902 тЗУ1—аз2=
А

1 _ 2 _ 2 __ 2

=А—-[Агсвіпкші{1—33=А—1/1
ас

Агсаіпэс+уу1
$ ё:“’ “3 71—302

Агсзіп2ас 1/1 — а:? .=———_———Агсвша:+1ос+0.2032 га

108. ХП. Интегралы [ГЦгфАгсЪдшісс % „Г/„(т)Агсс0щжіт
найдемз весьма лето интегрированіемъ по частямъ, подводя [“(т)
 

\ пода знака дифференш'ала.

Д'Ьйствительно, такъ какъ “;(ш) 01%: Гп+1(аэ)‚

такъ что {„ (а:) ей:; = ‹і/д+1(ш)‚

то, напр., [10,2019Агсщжж: [ Агсщті" (а;) сйт:  :: [Агсщжі п+1(т): [№4 (03) Агсц; аз — [ {""“ (ш)
(1$;щ2+1

посліздній же интегралъ найти умёемъ.

{: 2
Прим. [(№ + За: —— 1) Агссдсода: =_[Агс’с3 ж“: (% + % —

ас) =
2903 + 93:2 — босз 2__=2т +903 бтАгсъ8ш_%]'___д$=А_%У(2ш+9)‹іт+  6 ш2+1

|

А
1 8$+9 т2+9т 2ш3+9т2—6ш+9 2_ _— =— _ 2 .+6_[а‚'2+1дш ‘ 6

+
6 Агсщэсч—зЦаз

+1)+0

109. ЧП. Интегралъіімд(т) Агсщзжіт,въ которомъ /2„_1(аз)—
шмый многочлена, содержащій лишь нечетныя степенит’а‚ также
найдется помощью интегрированія по частямъ. Дёствительно,
интегралъ і/Ьп_1(ш)сіш содержить, очевидно, лишь чвтныя сте-
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пени т’а; поэтому можемъ положить, что

[ /`%_`1_(т)№0: Ёп (992) и, ели., {2124 (93) ($00:№7” (903),

а потому

і: “№4 (сс) Агсщ2$023:: [Агсщ2 МР” (002) = 17” (авг) Агс’сз2 50+\______1
А

——2[Р„ (№)А1сщшт2—Сі—1=А— 2[Агс’с8тгп(ш?оіш. 
Д‘вля теперь 1713002) на 002+ 1 и обозначая частное черезъ

($2), & остатокъ—черезъ В, при чемъ В—число постоянное,
1272—2

\ Еп (ас?
имёемъ: 50—213): %п—з ($) +дт,
& еды., 1: А —— 2 [Агсгз'т “%;—$$)0133 +

1
:А—В Агсіё2 т— 2 [Агсщ 50 ф2„_2(т)сіт;           

послч‘ддній же интегралъ мы найти умёемъ.

2
Прим. [(Бшз — 7$) Агсіэд2освіт—_ [ Агсщ2 оса <_-

5004

—’—723—>
:

5:04 — 1451:2 1 ' аш:_— 2 __ __ 4 _ 2 ‘ ‚ _‚ц._ :
_ 4 Агс’сд а; 2 [(бас 14.7: )

Агсідаза22+ 1

{___—___Ц ,
А .

.

5а:4 —14а:2
дас =А——]`Агссдт[бт2—19+№

19+]д50:ш2+1=А—і—[Агсъ3шю2
А

- 1 '.бшз -

=А—
Ъ—[Агсідсшц—ЗТ—19$) —— ?}АгсідтсіАгсідш:

53:3 — 57$ 01$ 19
_

1 ‚.У

.: —'——' _ 3_ ___—4— Ъ2 _А
6 [“иди—" №5“ 57$):102—і—1 АГС 8 т
В ‚- _

19' 1 62:1: —= —— 2 '— _`____ :В 4 Агсщ т+
6 [(бас $2+1)‹іт

4_ 2__' '3— 2 1=5т
11$ 19Аг№2т_ 500

6
5741:

Агсізт+% ’-ЗЁ№2+1)+О'
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Зам‘вчаніе. Въ ніжоторыхъчастыхъ случаяхъинтегралъ “„ (сс) Агсіз2 ах!.г,“_.—въ которомъ {„(ос) — илмий мноючлсмъ, содержащій и четныя, и нечетныя

степени ас’а, также можетъ выразиться въ конечномъ вида.

Прим.

[(Шшз + 6:1:2 + 4:0 + 2) Атоса?жда; =
_Г

Агсі32 :ссі (Згс4 + 233 + 2:19 + 203) =
4 з 2= (3.214 + 2.703 + 2:09 + 2:13) Агсіэд2ас — 2 [ Атос}; а:Ш дас :| _] $2 + ]. 

А
-

Ла:: А — 21Агсг3ш(3ш2+2ш—1)‹іт—
2УАГСЁЁЩ$2 +1  =А— АгсщЗш—2_[Агсс3ш‹і(т3+т2_ т)=В — 2(:1с3 +339 —а;)АгсЪ3:1:+[__] |_В В

3 2—
_'_2]`т ‚2:81 $дш=В+21`{ж+1—2—аі+—1}‹іаз=д+:л?+2ш+2: +1 4132—1—1

— 21(я02 + 1) — 2 Агсгвш + 0 =а32+2сс+(Зэс4+2а;8+ 22:2 +2т— 1) Агсц;2 ‚'с—|

—2(ш3+т2—сс+1)АгсЬ3а:—21(гс2+ 1)+С.

110. ХПН. Интегралъ [гп (т)Агсі:дЧэ(сс)‹іт найдется въ ко-
нсчномъ види; иомощъю интегрированія по частямъ, когда (Па:)—
раціональная дробь. Дёйствительно, полагая

 
]`г„(ш)сіт='/„т+1(ш)+с и, сны., на:)ш—сг/„дщ

'имЬемъ: [ [„п (а:) Агсізё' ср
(т)02ш

г…{АгсЁ-{дгср (39) 65510‚„А
` ‘

_”[Ён_;т)Ф’ (ш)
№;: /„+1(Ю)АГСЁ8-<Рн(т)— 1 + [ЧЦ(т)]2

посліздній же ивтеграл'ъ найти съуміемъ, такъ какъ въ немъ
подъинтегральнаяФункція представляетъраціональную дробь.

'     Прим. №3002
— 250 + 1) Агсъз'ш 161$ =У Агсщ'ф 161

@:3
— $2 + ас):

.
ата:

3 2 & 'Ъ
ш 1 `з 2 _ЕЁ ___.(ш _а; +33)‘ гов“ «: —[(т —а: —| т)т_2_ц ‘ 1+( а; )А

11



{133—502—1-33 1 [ 5ш+2 )=А _ ___—_а =; „[ _9 __ :" 2ж2+2т+1 ‘” 1+ 2.1“: 2х2+2ш+1)а$

1 2 5= (1:3 _ ас? +:с)Агсг3ш +
+% _ан+ Ё1(2’с2+2ш+1)— % Агсі3(2сс+1)+0 

Замічаніе. Въ н'Ькоторыхъчастныхъ случаяхъинтегралъ ][(ш)Агсщср(т)с1./с

можетъ выразиться въ консчномъ вид); и при ирраціональныхъ Функціяхъ

' __ __ __ 3

{(т) и ср(:с); напр.,]1/тч—1 Агсъсч т/а: дя: =[А1'сіз1/азсі [%(ш—г— Пт:]
: ‹) з _ 1 3 да: 1 :с—з—1=дш+1°Агсі Ут——[ас+1ч————‚_=А—

___(1113:
3( ) 8 ' 3

( )
(1+а:)1/:с 3 1/232—1—{12[___—___!

А _— 1/ 2 __=324$“) А1съз1/а;___удд2+_‚д+_1 1Ш+С_
3 6 7$9+т+ас

111.1Х. ИнтегралъущВ—а
найдется въ коиечпомъ види, когда

п—цізлое положительное число, большее единицы, а <р(ас)——раціональнан дробь,

ибо тогда[№ =
[АТС*Е <?

@) @ ["№ :
Агсщ (Мас) 1 2,690) 61-17 .

__(п— 1)(ас——а)"—‘+п—— 1[($—а)"_' {1 “РРЦ“???
,

посліздній же интегралъ найти ум’Ьемъ.

]Агсідіі
1

. _— ©Прим.] ’(т—2)3 аэс =[А1гс %;
  

 
261$

Агсщш‘ (ас———1)2
-—А

1 дас__
2(:л:——2)2

1+ 2."(:1:-—2)2 1+(Ш>2_
_ [($—°)2(ш2ч 1)

|________і \:с—1
А

ш+1
Агсі3$__і 1 2 1 3‹— `—2—— 2 1——А {а: @.

2(ш—2)9 "'10(эс——2)'1 25№ ) 25№ +)
50 ”$ + Агст жда: __

_А_____2гс’сд

ш

Прим. 2.. [ ‹т_1)8='[Агсъ$ш1[__—:… 2ш—1_(—_)_2
+

1 да: Ашдод 1 1
— =— — —— —1 _! 2+1 -0.

*2 (т—1)9(ш2+1) 2(ас—1)2 4(т—1) 4№ ”8 <“ )" 
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112. Х. Интегралы _Гі;(т)Агсзест‹Х./и и “;(;и)Агссовесж'а:
найдвмъ интегрированіемъ по частямъ, подводя {“(ш) пода знака
дифференціала. Въ самомъ №№,

полагая [12 (а;) 6156: 10…48”), имтземъ: {и(аз) аш : (%+1 (56)

и, с.ггЬд.‚ напр., [ [„(т) Агсзес жіа;: [ АгсзесМпъыщ):
[:Ъ—1С”) д‘,”

.: [”+1(:с)Агсвес ш —
% уфзі1 ‚

послгіздній же интегралъ найти умёемъ. Прим. 1.

- ‘ ассіш _
[Агсвес $0150: а: Агсзесас_]` : я: Агсзес ш—і (аз + №№ — 1) + Ст1/ш9— 1

г 2Прим. 2. [(бшг — Бас + 2) Агсвесшігс: [Агсвесжд (2303
-— % +

2313)
:

_4т3—5ш9+4ас ‘4ш2—5т—і—4Агсзес % —
%] __ дос : 2 Уш2—1

8__ 2 ‹' _ __ _—24:1:
52% +4шАгсзесас—2т2—51/ш2—1—31<$+1/$2_1)+О'

113.Х1, Интегралы [%(т) Агс5е02жгло и [%(ш) Агссозес2аванс, въ кото-
рышъ {($) -— цізлый многочленъ, содержащъ'й лишь нечетныя степени ос’а, пайдсмъ
интегрированіемъ по частямъ, подводя {(т) подъ знать диффврснш'ала. Д'Ьйствп-
тельно, і/(асуіт содержитъ, очевъщно, лишь четныя степени ш’а, такъ что мо-
жемъ положить

 
‹ [ №) ат : ас? ‹р №),

гд'Ь ср
— цЪлый многочленъ; отсюда Г (сс) да: : 02 [$2 ср (а;?)]

и, слізд., напр.,
[Над Агсвес2 Ма:: [ Агсзес2жі [$2 ср ($2)] =

2 -2 2 ‚=:с2ср(а;2)Агсвес2:с—2 Агсвест№=А—2[Агсвест№;[__—__; 031/002—1 :::2—1
А
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но, полагая Уш? —— 1 : ‚г, нміземъ: 41:2 = 59 + 1, шіт : №,

2 а
_—

„%…Ё=Ёщг2+ч1>аг=гю<г2+1>+
01 =ш<х2›№—1+01,

ш __

и 2
откуда, № : (2

[… ($2) 1/ $2 __ 1 ‚
7:02 — 1
 

при чемъ ш — тоже цізлый многочленъ; & потому

[Над Агсзес2 {ваш : А —— 2 [ Агсвес ті [ш ($2)1/ш2 — 1] =
2 : 41… 2‹о(ш2) У $2— 1 Агсвес5-1— 2 [ ю (я:?) 7:1:2— 1 3——

! д а: 7ш2—1 
В

послЪдній же интегралъ найти уміземъ.

2ш6 — 9:54—4— 6:1:2 __
Прим. [(№ — 8903 + а:) Агсзес2 ата):

[Агс5сс9
ті 12

2356 — %#+ 6:1:2 1 6... 4 _ 2

= ——————Агсвес2 ш _ к [ А……„№:   
12 :вИвЙ—1

'
.

А
1 4__ 2 —

:[1-_._._-`.Агсзес5д№=Ь 7502—1

4_ 2 21-6_ 34 ‚2

=А——1—А1свесша[№т/ш2—1 =_“1-3Ё—Ёб—Ё Агсвёс2ш+

Зш4—87ш2 8 .

+Біш+0. 6ш4—37ш2—і—16 ——-——__________ …2_
90

Ид 1Агсзесэс+ 180

Зам’вчаніе. Въ Н'Ькоторыхъ частныхъ случаяхъ интегралы

[ {„(ш) Агсвес2сша: и [№00 Агссовес2 зада;

могутъ выразиться въ конечномъ видЪ и тогда, когда Ц'Ьлый многочлонъ{„(ш)

содержйтъ, какъ четныл, тсшъ % нечетныя степени а; ’;а напр.,

[(бшв + 200 — 1) Агсзес2жда: : [ Агсэес2жд (2003 + эс2 — ас) :
20694—33—1 01:13:

Уш2—1
  : (2.1303 + а:? -— эс) 'Агсэес2 эс —— 2 [ Агсзес эс

{___—__- —_._._
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=А—2[Агсвесшс2 [(ш+1)1/ш2—-1 =: (2333+ $2 — :]с)А1°свес2эс — `2 (эс + 1) 1/902 — 1 Агсзес сс + 2.93 + 2100 +0. 1 4 Агсвестгшіэс Агссовестассіэс]. . ХП. Интегралы ‚„ и п , въ которыэсъ тсс - ас

„ ' 1и п—Ц'Влыя положительныячисла, при чемъ % > 2, нагсдемъі полашя гс: ?-  
сігВъ самомъ д'БлЪ, тогда да: : _
?2

,

Агсзест шаге 1 ' ги, напр., ‚"Т = — [в” Агсвест ?) Й : —
]. гп—2 Агссовт2622,

& этотъ интегралъ при 92 — 2 > О выражается, какъ мы знаемъ, въ конечномъ
вид'Ь.

'

11*
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Глава 1.

Предварительныя теоремы. Понятіе объ опредізленномъ
интеграл‘в *.)

% 1. Предварительныя теоремы.

1. Участномъ (а, А) наз. совокупность всізхъ соизмтримыж
и несоизмэъримыж чиселъ %, либо размыта ‹» или А, либо заклю-
чающижя между ними, т.—е. удовлетворяющихъ условіямъ

а<п<А .................(1)

(считаемъ, что @ < А). Число @ наз. низшей, & А— высшей гра-
ницей этого участка, разность же А—а наз. его длиной или про-
тяженіемъ. Про число %, удовлетворяющее условіямъ (1), мы ска—
жемъ‚` что оно принадлежитъ участку (61,11); наоборотъ по—
сл'Ьдній заключаетъ въ себіз такое число %. Если два, числё 6 и В
принадлежатъучастку (а, А), то говорятъ, что участокъ (Ъ, В)

- заключается внутри участка (и, А). Наконецъ, если перемънное
число 50 измізняется такимъ образомъ, что можетъ получить любое 

*) Я предполагаю, что читатель ужё прошелъ систематическій курсъдИФФ. исчисленія, но считаю полезнымъ'напомнитьосновныя понятія, въ немъ
вводимыя; кромі того, для посліздующагонеобх0димыН'Ькоторыя теоремы, не

_входящія обыкновенно въ курсъ дйФФ. исч.
п.

- 1
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изазначенг'й, принадлежащиж участку (а, А), то говорятъ, что
аг измтьняется на участтъ (а, А).

\

2. Предположимъ, что ИМ’ЁеМЪ группу (епзетЫе) чиселъ:

23 .’Б1, г,. ...и, ш‚Н_1‚. . . .;

для краткости будемъ ее обозначать черезъ Е.
Если количество этихъ чиселъ конечно, то и группа ваз.

конечной, & если оно безконечно, то и группа безнонечна. Далёе,
если мы можемъ найти такое положительное число №, что *)

|$кі<№
при всякомъ 16, то группа, Е наз. ограниченной; если же, какъ бы
ни было велико число №, всегда найдемъ въ групп'Ь Е такое
число тп, что '

:с„>1\7‚

то группа эта, наз. неограниченной.

ЯСНО МЭЖДУ ПРОЧИМЪ, ЧТО всякая НОНЕЧНЗЯ іруИ/ИСЪ ЧИСЗЛБ 80912?)

8М7ЪС97’ИЪ Сб ттмъ % ограниченная.

Прим. Группа — б; 3; 4; 8 — конечная и ограниченная.
Группа, —2; —10;8; 11; 11,7; 11,77; 11,777;.

—— безконечная,но ограниченная.

1 1 1г — __ ___—...ру…” 1—о‚э’ 1—о‚99’ 1—0,999’
— безконечнаяИ неограниченная.

3. Если различныя значенія перемгъннаъо числа 50 образуютъ
неограниченную группу, то говорятъ, что это число растетъ без-
гранично или до безнонечности; короче его называютъ безнонеч- 

*) Черезъ [тд ] принято обозначать абсолютную величину или модульчисла тд., такъ что, напр.,
]

-— 2 ] = 2.
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ностью и обозначаютъ знакомъ і оо, при чемъ +с><> означаетъ
положительное число, растущее безгранично, а—оо означаетъ
отрицательное число, абсол. величина коего растетъ безгра-
нично. Хотя безгранично-растущее число можетъ въ нёкоторые
моменты своего измізненія быть и очень малымъ, но обыкновенно,
говоря о безконечности, разумтзютъ число, которое ужё стало не—
сравнимо больше ватага, одновременноразсматриваемыж нами,

_нонечныхъ чиселъ.

1Если число |т| растетъ до оо, то, очевидно, ’;, можетъ
быть сдЪлано сколь угодно малымъ; напр., чтобы имёть, что

! % <%% 

достаточно взять
[931 > %.

4. Опредізленіе 1… Безнонечно-малою наз. таков перемізнное
число 01, абсолютная величина котораъо можетъ бытъ сдгъ-
лана % при дальнізйшемъ своемъ измізненіи все время остается меньше
сколь уюдно мамаша, напереда задаваемшоположителъншо числа &.

Слідствіе. Если число [;и] все время растетъ и притомъ1безгранично, то ; безк.—мало‚ и обратно.
Замгчаніе. Очевидно‚ что безк.-малая въ первый періодъ

своего измізненія можетъ ИМ’ЁТЬ и очень большія значенія; но
обыкновенно, говоряобезкдмальшъ, считаютъ, что отъ ужё стали

'НЕСРСЮНЦМО МЗНЬШ/б ватага, разсматриваемыж одновременно 05
ними, НОНВЧНЫХЪ ЧИСб/дд.

5. ОпредЪ'леніе 2. Предізломъ тремгьннто числа % наз. такое
постоянное число осо, разность между которымз % персмгъннымъ
безк.-м‹ма. ч.. “

Чтобы обозначить, что то есть предізлъ числа т, пишутъ:
то: Пред. ($) или то = Ьіш % *). 

*) Ъіш, т.—е. Ьішісе или Ьішез — пред'Ьлъ.
1=’.<
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СлЪ'дствіе 1. Если ссо=Пред.аз‚то‚обозначая черезъ ос безы-

малую величину ас—ссш имтземъ: 50—500: ос,

откуда. сс : шо + 01. 
Слъдствіе 2. Такъ какъ ос—О :о:: безк.-малой, то, значить,

предтъ безк.—мсшой решена нулю.

Замізчаніе 1. Число :со—нёкоторое опредЁленное постоянное
число, существующее независимо отъ перемйннаго числа а;, и
разсмотр'Ьніе то, кста предта числа а:, пміэетъ Ц'ЁЛЬЮ полученіе
соотношеній между постоянными числами то, утес,. . . . на, осно—
ваніи соотношеній, существующихъ междуперем'Ьнными числами
сс, гдз,. . . . ., для коихъ :со‚уо‚го‚. . . . служатъ предЫами, при
чемъ средства, для достиженія этой Ц’ЁЛИ даетъ теорія предЪ'ловъ,
т.—е. совокупность всізхъ теоремъ о пред'Елахъ.

Зам’вчаніе 2. Такъ какъ нуль меньше всякаго положительнаго
числа, какъ бы оно мало ни было, то постоянное число, равное
нулю, можно считать за частый случай безк.талой величины;
& еды., любое постоянное число О можно разсмотривать, какъ
частный случай пере…;ннаго '‚числа всі; значенія коего равны
другъ другу и равны его пред'Ьлу. При этомъ, какъ легко видЪть,
всі; теоремы 0 предЁлахъ перемізнныхъ чиселъ вообще—примі-
нимы и къ этому частному случаю.

6. Теорема`) Если $ аи@) —— перемтнмыя числа, имэъющія
предтадт то и %, причемд всегда 9; < 9,

”20% < 1/0

Дізйртвительно, допустимъ, что то > уд,

т.-е. аго=у0+щ гді; а>0; 
*) Теорема эта доказывается зд'Ьсь потому, что на, нее часто приходитсяссылаться при приміненіи теоріи предізловъ, а, между т'Ьмъ при изложеніи

теоріи пред'Еловъ ее обыкновенно не доказываютъ.
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тогда, полагая а; = % + 2 и у: 3/0 + у;,

при чемъ Е и т; — безк.-малыя‚ получаемъ:
. _ г . __ г .58—31: (“70 + Е)—(90+Л) — 370— %+ С— Л _.аЧ—С—Л > О:“

ИбО @ — число конечное; & это неравенство противорЪчИтъ усло-вію сс < 31.

Сліздствіе. Если аз первмтьннов число, предтъ коего есть 930,
и если всегда :р < №(сс >, №), то % т0< №0170 > №).

'7. Теорема. Если пвремтдное число аг растет?; все время, но
не безгранично, то оно навгърное стремится при этом?; №5 нито-
торому предгму 1110.

5

Пусть а: т1, 2‚о-..т]‘‚т]і+1‚....7
суть значеніщ принимаемыя числомъшодноза другимъ, при чемъ

т1<932<ш3<…..<ас‚і<т,н_1<……
и

тд < № при всякомъ 76.

РаЗсматривдя сОвокупность всізхъ чиста, кат'я толькоможно
себгъ вообразить, мы можетъ разбить ихъ на дві; группы: въ
первую (в) отнесемъ всі; чйсла т, которыя не больше хоть одного
изъ чиселъ тп, такъ что т <%, аво вторую (Е)—ВС'ЁТ’Ё числам
которыя большеВс‘вхъ гс,“ такъ что И >аз‚‘ при любомъ іс. Тогда„очевидно, если число т1 принадлежитъ тэ @рупть в, то и всякое
меньшее число №2 принадлежите; на ней же, ибо изъ неравенствъ

№1 < шп и №2 < т1
получаемъ, что №2 < всп; обратно, ес/ш число М1 принадлежитъ
къ ъруптъ Е, то и всякое большее число М2 принадлежитз къ нейже, ибо неравенства:

МЗ > 2111 и М1 > сс

даютъ М2 > 90.
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Возьмемъ теперь какую-либо прямую (черт. 1) и отложимъ

на, ней отъ одной и той же точки 0 отріззки 0901, 0ш2,....0ш‚„....
и ОП, выражаемые числами 501, %7- . . ‚шт. . . . и №; зат'ізмъ

заставимъ точку М двигаться по этой прямой изъ — оо
къ +00. Каждому ея положенію отвёчаетъ ніэіюторое опре-
д’Ьленное число М, выражающее длину соотвізтствующаго от-

рёзка ОМ, при чемъ эти чйсла сначала, принадлежатъкъ групп'Ь е,

Черт. 1.

О аз, % М 037,7 М„ №

—-›

& въ конц'Ь—къгрупп'Ь Е, такъ что при Н'Ькоторомъположеніи МО

движущейся точки совершается переходъ числа М изъ первой

группы во вторую, при чемъ это положеніе МЪ —— единственное,
'

ибо изъ сдізланныхъ выше зам'Ьчаній насчетъ №2 и 1112 слідуетъ,

что обратный переходъ—изъ Е въ е—невозможенъ. Число Мо,

выражающее длину отртзт ОМ… есть предтлъ чисел?;

аз ш дат....1, 2, с с .

Дёйствительно, во-первыхъ, мы имёемъ, что

1110 > тд при всякомъ Ас,

ибо, предположивъ, что, напр., Мо<ш8т имізли бы, что Мо<сс83
и, еды., М: 0583

—- а, гдіз @ > 0,

а а
откуда МО+

—2—
=

5083
_? < $83,

.

а
.,

такъ что число Мо+5 принадлежало бы къ грудні; е, & еды.,

меньшее число Мо не отвёчало бы переходу отъ этой группы ко

второй.
Во-вторыхъ, разностьііі0 — ш можетъ быть сділана сколь
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угодно малой, ибо, допустивъ, что .И() _
ссд. > а при всякомъ 10,

получили бы Мо-—а> ссд _ при всякомъ Хо,

танъ что число _Мо—а принадлежало бы къ группіз Е, &. еды.,
большее число МО опять таки не отвъчало бы переходу отъ группы в

къ Е.

Наконецъ, если МО —
шп < &, то и МО _тр < 5 при вся—

комъ ]? > %, ибо тогда тр > тп.
Такимъ образомъ разность МО — аг можетъ быть сда'злана, и

при ДальнЪйшемъ пзмёненіи числа…ос—все время остается меньше
любаго напередъ задаваемаго числа &, т.-е. эта разность безк.-
мала.; еды.,

Мо: Пред. %.

Такимъ же образомъ можно доказать, что есть число аз убы-
ваетъ все время, но не безгранично, то оно стремится при
этомъ къ тькоторому предтьлу то.

8. Теорема. Если число у, принимающее послтдователъно
значенг'я 311, №,. . . .у,__‚ ИН,. . . . не растет?; безгранично, то
существуетъ число 111, шарактеризуемов смъдующими двумя
свойствами:

_

1) М> всякаго у’а
и 2) М— у можно сдтьлшпъ либо нулемз, либо сколь угодно
малымъ.

При доказательствёразличимъ два случая.
1) Среди у’овъ есть такой — напр., уп— который больше

вс’вхъ прочиж (тькоторымъравенъ). Тогда ясно, что этотъ уп и
есть искомое число М, при чемъ второе свойство удовлетворяется
подъ впдомъ равенства:

(}\/[_ уд);д=„: 0.
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П) Нфътъ такого у’а, который была бы большеастма остать-ныж. Въ этомъ случай построимъ новую группу чиселъ (г) сліз—

дующимъ образомъ: 21 = %; 22: первому изъ у’овъ, которыйбольше 31; 28: первому изъ у’овъ, который больше 22; и т. д…
Тогда ясно, что группа чиселъ г безконечна, но ограничена, ибог’ы выбираются среди у’овъ; кром'Ь того,

21<22<гз<……;
значитъ (№ 7), чйсли ‚г стремятся къ нчёкоторому пред'Ёлу 20;это до и есть искомое М

Дёйствительно, всякій у меньше одного изъ г, &, посл'Ьд-ній < М; (шёл., всякій у < М. '

Съ другой стороны М—г можно уменьшить, какъ угодно,
& (шёл., это можно сд'Ьлать съ М— у, ибо всякій .а есть одинъ
изъ у’овъ.

Число М наз. высшей границей у’овъ («ОЬеге (}гепие»‚ «Ьі— '

шіге эпрёгіепге»). Точно такъже докажемъ, что если цйсиш у не
убываютъ безгранично, то @; ниша существуетъ низшая граница т
(«Ппъеге Оггепие», «Ьішіге іпГёгіеиге»), тарактеризуемая свой-
ставит:

1) т < всякаго у
и 2) у—т можно сд'Ьлать нулемъ либо сколь угодно малымъ.

Прим. ]. Для группы 0; 0,02; 0,4; 03; 0,86; 0,866; О,3666;. . . .

имёемъ: М = 0,4; т: 0,

Прим. 2. Для группы 0; 0,2; 0,3; 0,36; 0,866; 08666;.

86—3 11
90 =ёб; т=0‘ иміземъ : М:

9. Теорема 1. Если имтемъ двп; безконечныж группы чиста
щ и М., при чемъ всякое число первой оружии меньше любаго
числа второй, разность же }\Гд—пд соотвізтственныхъ чиста
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идет; из нулю по мгърть возрастания 10 до оо, то чаша обшит
группа илтюта предплз, притом; одинъ % тата же.

Д'Ьйствительно‚ на основаніи предъидущаго № заключаемъ,
Что чйсла пд им'Ьютъ нёкоторую «высшую границу» ШГ, ибо всё
они меньше, напр., чёмъ №1; & числа М. имёютъ нёкоторую
«низшую границу» т, ибо всі; они больше, напр., Ч'ЁМЪ щ; та—кимъ образомъ

'
п,: < М, т < №,“

прп`ч'емъ разности 31—м,с и АТд—т могутъ быть сд'Ёланы
сколь угодно малыми. Отсюда слёдуетъ, что имёемъ еще и не-
равенства:

М< №,“ %# < т при всякомъ 16,

ибо, если бы‚ напр., имёли, что

М> №143, т.-е. М:… АТМЗ—і— а, гд'Ь а > 0,

то получили бы, что

М'_ ”&=(Ы14з+ч“)_%іс=(М4з_%/с)+а> “›
а это противор'Ьчитъ второму свойству верхней границы М.

Итакъ, ”1; < М< №‚__ и
№1.- ) т > пд . ........ (2);

вьхчитая, получаемъ: —— №, + ид < М—т < №,; — пд,

т.—е. —(№д—%‚с)<М—пз<№д—п‚с‚
такъ что постоянное число .М—т заключается между безко-
нечно—малыми числами — (щс—пд.) и №‚с—пд; значитъ,

М—т= О, т.—е. М=т.
‹ Но нераВенстВа (2) еще даютъ:‘

М—”1_-<№і„-_”Ь И №Ь_М< Піс—“ідд
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еды., разности
' М— „,с и }\Тд—М— безконечно-малы,&, зна-

читъ,
М: Пред' (%Ь)іс....оо: Пред“ (№:)іс....6о '

10. Теорема. Пусть перемгьннов у принимавтъ посмьдова-

тельно значвнія %, ут уз,. . . .уп‚. . . .; тозда необэсодимов %

достаточное условів тою, чтобы уп ишшо предтлъ при увели-

четіи % до оо, состоитъ въ тома, чтобы %+};
-— уп стремилось

къ нулю тои увеличет'и % до оо, наново бы ни было положительное

число р.
ДЪйствительно, допустимъ, что уп им'Ьетъ предёлъ,напр.,уо;

тогда, положивъ - уд — уп = осп,

имёемъ, что осп идетъ къ нулю при увеличеніи % по оо; поэтому

П№Щщ„—щм№=П№Цщ„—%+%—щмм=‚
= Пред— (31…0—уо>„....оо+ Пред- (уо— у„>„....оо = 0,

& ели., помянутое условіе необходимо.

Обратно—пусть оно выполнено; разность упНС—уп при

данномъ % М'Ьн'яется съ изм’ізненіемъ 7$; пусть высшая граница ея

абсолютной величины будетъ ап, такъ что

19…— З/„і < г„‚ при любомъ % > 0,

при чемъ всякому % отвтьчаетъ свое ап и, по условію,

п№шым№=а

т'_е' _ Еп< уп+р_ уп и уп—і—р_ уп < Еп?

т'Ьмъ бол'Ье у„—— е„ < уп+р+ ап+р7 уп+р—— ап+10 < %+ ап,
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гдіз ап+1) есть высшая граница, абсолютной величины разности
Щ"+10)+‚с—у(п+р) при всевозможныхъ положительныхъ 7$. Та—
кимъ 06разомъ, будетъ ли т > и или т < и, всегда, иміземъ:

ут— 5… < уп + Еп?

при чемъ еще (упч— ап) — "(уп— ап): 2$ = безк.—мал0й;

мёд., числа ут— эт и уп—і— ап удовлетворяютъ условіямъ предъ-
идущей теоремы и, значитъ, имч‘эютъ н*{зкоторый общій предълъ уо;
:» такъ какъ Пред. (Еп)п.-..оо=0,

то И Пред- <у„>„....оо= %—

11. Опред’вленіе 1. Лервмгънная величина, значенг'я которой
`не задаются % не измгъряются непосредственно, но опредтляются,
благодаря заданг'ю значет'й другихъ первлтнньжа, наз. иж функ-
ціей; они же наз. независимыми перемінными или аргумёнтами.

Задать функцію —значитъ указать средства и способы для
опредтьлет'я ея значеній, оттъчающиж произволъновыбираемымъ
значет'ямъ (аргументовъ.

Одинъ изъ наиболізе простыхъ иудобныхъ способовъ заданія
Функціи — указаніе ур-нія, связывающаго ея величину съ соот—
вч‘зтствующими величинами независимыхъ перемізнныхъ; напр.,

и_—аз2+у2 0=$3$іпі ит п7 ) ' '
3!

Поэтому и вообще для обозначенія того, что И есть Функція
перем'ізнньххъ т, у, ‚г,. . . ., пишутъ:

П=Г(ш,у‚г,. . . .) или П=ср(гс‚у‚г‚. . . .) и т. п.,

при чемъ съ измёненіемъ характера зависимости м'Ьняютъ и
характеристику функцій, т.-е. буквы ;”, ср, ф,. . . ., такъ что

Г(т,у‚г‚. ' * °)ЕГ(°!7Р’>Т›° ' ° ')7

& {(ш‚у‚г‚.…. гігср(а3,г,г‚.….).
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Если каждой системіз аргуме‘нтовъ отвізчаетъ лишь одно зна—

ченіе ихъ ФУНКЦіИ, то посЛ'Ёдняя наз. однозначной; если же хотя
бы Мзкоторымъ системамъ значеній аргументовъ отв'Ьчаетъ
нисколько значеній ихъ функціи, то она ваз. многозначной; напр.,
функція т9+у3 однозначнщ & ФункціЯ‘Ут2+уздвузначна. Если
для каждой системы значеній аргументовъ будемъ разсматривать
у многозначной Фупкціи лишь какое—либо одно изъ ея значеній,
то получимъ н’Ькоторуюоднозначную Функцію; напр., уЧ/азЁ—ъ—уз
можно разсматривать отдішьно либо +1/т2—+3Ё либо —`і/Щ5.
Такимъ образомъ изученіе многозначныхъ функцій сводится на,

изученіе однозначныхъ; поэтому дальше рч‘эчь идетъ вездіз лишь
о послъднихъ.

12. Опредіэленіе 2. Функш'я _аргумента аз наз. опред’вленной
на участніз (а, А) послтднящ когда каждому значенію а:, при-
надлежащему этому участку, отвтьчаетъ тысоторое значет'е
футщіи.

13. Разность между двумя послёдовательными значенінми
перемённой наз. приращеніемъперваго ея значенія и обозначается
значкомъ А; напр., 331

— аз есть приращеніе т’а и обозначается
черезъ Ат; {(%)—да?) “есть приращеніе Функціи {(т) и обозна-
чается черезъ А{ (ад); и т. Д.

Опред’вленіе З. Функція {($), ожрвдгълвнная научасттъ (щА),
наз. непрерывной около принадлежащщо ему частнто значет'я то
аръумешзш, козда ея жриращвнів, отжчающве безгс.-мсшому ири—
ращет'ю аргумента, само безн.-мало, т.-е. когда [(т0+7г)—7"(ш0)
идвтъ тэ нулю вмпэстт съ %.

При этомъ если то = а, то, конечно, числу % можно давать
лишь положительныя зниченія; если т0=А—то лишь отри-
цательныя; & если а< т0< А, то 72 можетъ быть и > 0, и < 0.

Теорема 1. .Если футщія [(т) опрсдтлена на шъкоторомъ
участки (с, А), зшмючающвмъ число 900, и если она непрерывно»
около этою то, то при подведении аз №5 500, шта къ ”раджу, со-
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оттьтстеующія значенія самой функціи также стремятся тэ
предтлу, при чемъ онъ равенъ {(шо).

Дёйствительнщ изъ условій теоремы вытекаетъ, во-первыхъ,
что значеніе {(все) есть опредёленное, конечное число, & во—вто—

рыхъ, что {(т)—[(%) безк.—мало‚ когда т—то безк.-мало; &
:

_
это и значитъ, что

№0) = Пред. [г<т›]„„…„„о-

Теорема 2 (обратная). Если функція {(т) опредтена на
'

участию (а, А), закмочающемъчисло осо, % если

Лрбд— [№] = П%),

то эта функція непрерывна около %, равназо 51:0, ибо изъ допу—
щеннаго равенства сліздуетъ, что {(т)—[(%) идетъ къ нулю
одновременно съ % —

900.

Эти два предложенія устанавливаютъ связь между Теоріей
Лредюловъ и Теоріей Непрерывноети, такъ что теоремы первой
суть сліздствія теоремъ второй, и обратно.

14. Опред‘вленіе 4. Функція {($), опредгълетшя на участию
(а, А), наз. непрерывной на всемъ этомъ участнЪ', когда она непре—
рыена около всякаго, принадлежащегоему, значет'я аргумента.

Теорема Ноши. Если функціл {(т) на всемъ участки; (а, А)
опредтьлена % непрерывна, @ на кража его имтетъ разные знаки,
то непремтнно обращается въ нуль асотя при одномъ проме-
жуточномъ значении аз ’а.

Положимъ сначала, что {($), при возрастаніи сс отъ а до А,
сама, тоже все время растетъ (такая Функція наз. возрастающей
на участкі; [а, А]) и что, сл'ізд.‚ {(а) < 0, {(А) > 0. Тогда при
нёкоторомъ промежуточномъмежду @ и А зваченіи ш’а—напр.‚
при ее::со—она превратится изъ отрицательной въ положи-
тельную, такъ что

{(то—Ь)<О<Г(асо+72). . . . . . . . . . ‚(З),
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когда %> 0. Но такъ какъ эта Функція опредізлена на, всемъ
участкё (а, А), то [(его) есть опредізленное постоянное число, при
чемъ, по услошю, еще

[(% +70 > [(%) > „%>—71);

вычитая отсюда неравенства (3), им'Ёемъ:

{%*—Ю—ГЩ—Й)> П%) > {(% — 73) +702;+ 7%)

или а>/(аз0)>—а
гдЪ о::ДшО—п—Ш—ДшО—іг);

такъ какъ ос, всліздствіе непрерывности { (93), идетъ къ нуЛю
вмёэстіз съ 12, число же [(%)—постоянно, то отсюда и заклю-
чаемъ, что {(асО): О.

Подобнымъ же образомъ докажемъ эту теорему въ случай
-когда {(./с) на участкч‘з (а‚А) все время убываетъ. Наконецъ, если
{(сс) на участкчё (а, А) то раствтъ, то убываетъ, то легко ВИ-
дізть, что теорема тоже будетъ візрна, но только ;“(т)_обратится
въ нуль на этомъ участи; столько разъ, сколько она перемі-
няетъ знакъ.

Это предложеніе долго считалось очевиднымъ; впервые счелъ нужнымъе1о доказать Французскій математикъ Коши (СаисЬу, 1780—1857; см. его
Соигз &’Апа1узе (Зе 1’Есо1е гоуаіе ро1усес1шічпе; стр. 460), при чемъ въ его ре-дакціи оно представляло самостоятельную теорему; но его доказательствоея не
вполніэ строго.

Сл’вдствіе. Если [(т) опредгшена % нвпрерывна на всвмъ
участть (а„ А), то отъ одного своего значенія къ другому она
перешодитъ, проходя черезъ всі; промежуточныя между ними значенія
[подобное измёненіе Функціп наз. тенучимъ (Ніезиешіе \гагіасіопл.

ДФйствительно, взявъ любое, промежуточное между (Ш и
Г(_А)‚ число №, разсмотримъ новую Функцію <р(аз)=/`(ш)—1\Т
она, очевидно, тоже опредёлена и непрерывнана всемъ участк'Ё
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(а, А), при чемъ еше

Ф(@)=Г(а)—1\7<0‚ & ?(А)=/`(А)—№>0;
слёд., при одномъ или при н'Ьсколькихъ промежуточныхъ между
@ и А значеніяхъ соо аргумента будемъ им'Ьть

ср (аро) = 0, т.—е. {(%) —№= О;

Черт. 2.

   
Черт. 8.

  Х 
иначе говоря, на участкё (а, А) функція Па:) одинъ разъ(черт. 2),
либо нёскольно (черт. 3), получаетъ величину №.

,



—16——-

15. Положимъ, что { (гс) опредтлена %, смъд., конечна на
всемъ участки, (и, А); возьмемъ на, немъ какое-либо число сво и
допустимъ, что разность [(т)—{(%) при подведеніи яз къ

51:0идетъ къ нізкоторому числу Н, отличному отъ нуля. Тогда го—
ворятъ, что [(сс) разрываетсяпри т=азо‚ и число Н “наз. величиной
разрыва, при чемъ различаютъ разрывъ вправо отъ то,
т.—е. . Пред. [{(ссО—і—ідлдто—Джо),

и разрывъ влізво отъ осо, т.-е. Пред. [Г(900— ;‘Ль....о_ {(эзо).

Если Функція {(т) опредізлена и конечна на всемъ участкё(а, А), за исключет'емъ его числа то, и если

Пред. [%(то—72)1‚.….о=Пред. [№0 +%Ль....о›
то, беря общую величину этихъ двухъпредЪловъ за, значеніе [(%) ‚достигнемъ, очевщно, того, что эта функція около т=аз0 будетъ
непрерывна; если же

Пред. [г'<то—іг)1‚‚….о=л=Пред. шт №,…
то функция [(и) непрерывна влізво отъ то и вправо отът но раз—
рывается при 50: 500, и разность

Пред- [Г(то+7г)ь.…о—Пред- [%(то—72>]д....о

наз.! величиной этого разрыва.
Въ обоихъ предыдущихъ случаяхъ разрывъ наз. нонечнымъ.

Если же Одно или оба изъ чиселъ {(то—%) и {(то+12) растутъ
безгранично при подведеніи % къ нулю, то говорятъ, что функція
при %: эго претерпёваетъ безконечный разрывъ.

Прим. !. Опредёливъ функцію {(вс) условіемъ, что
і(ш)=Агссоі:3ш при пс:]:О и что Г(0)=0‚

находимъ, что при 03 = 0 она разрывается, ибо

Пред. (Агссоц; %….0= %, & Пред. [Агссосз( — г)]е....о= _ Ё;
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при этомъ разрывъ вправо равенъ   
а разрывъ вл’вво равенъ

$2_ 2 Прим. 2. Функція опред'Ьлена при всякомъ сс =}: а и равна. а: + и;вс — атакъ какъ Пред. (а:+а)_„____а= 2а, будетъ ли я: псдх0дить къ @ съ меньшей

Черт. 5.

У'

/
0 а ` Х

@ № @
  

или съ большей стороны, то, беря по нашему произволу 20, за значеніе этойФункціи при а: = а, д'Ьлаемъ ее непрерывноюоколо всякаго &: и равною всегда.т + а. '

п.
2
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Прим. 3. Функція Агссо’сдт не опред'Ьленапри ::> = 0; и такъ какъ

Пред. (Агссосз%....0 = 321, & Пред. [Агссоъщ — а)]е_…0:_ %,

то функція эта, будучи непрерывною вправо и вл'Вво отъ нуля, разрывается
при :с = 0, и величина, разрыва равна

’Л: ‚::—1!
2 _2)_'

1

Прим. 4. Функція е; разрывается при ш=0 и разрывъ ея безконеченъ,

1

Ибо (ее )е....0: 00,

Черт. 6.

У 
 

0

і. —і
9, Пред. (8 —5)е.…о= Пред. (6 е):э....о =

1

в а ‚ е....о
‘

_ 1
Прим. 5. Функцш $2—

разрывается при 60 = 0

ибо '

<%) = оо.

_

“°
сс.. +0
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Черт. 7.

  ХО

16. Опред’вленіе 5. Функція {(и, у, г, . . . .) тьсколышж №-
хрвмтьнныт а:, у, г, . . .. наз. непрерывной около системы №35
частнытъ значений 330,90, 20, . . . ., козда ея жриращенг'е, оттъ-
чающее безк.—малымъ приращеніямъ Ааз0‚Ау0‚Аго‚. . . . этаж
перемэънныж, само безк.-мало‚ т.-в. когда разность

[(аз0+Ат0‚ уО+АуО‚ гО+АгО‚. . . .)—Г(азо‚уо‚го‚. . . .)
идетз къ нулю при подведет'и вс’вхъ Ато, Ауд, Ад…. . . .къ нулю.

Теорема. Если функціи и, @, ш,. . . .аргументовъ гв, у, г
непрерывны около системы иж Частныж значет'й а:

‚...о
01 %, дог-"з

тои чемъ и(азт 3/0, го,. . . .):и0‚ МСБ… %, г}… . - -)=7]07
%(:230, 3107 дом - — -):шоэ° - ° ',

и если 15 есть функш'я (» этаж, тана называемыж, сложныхъ
чиселъ %, 1), и;, . . . ., непрерывная около системы ио, 110, то, . . . .иж частныж значет'й, то эта перемгънная 15 представлявтъ
функцію аргументовъ сс, у, г, . . . ., непрерывную около системы
№33 значет'й то, уо, го,. .

Во-первыхъ, такъ какъ каждой допустимой системі; значеній
аргументовъ т, у, г,. . . . отвёчаетъ система, опредізленныхъзна-

2*
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ченій сложныхъ чиселъ и, 11, ил, . . . ., а ей отвізчаетъ нъкоторое
опредъленноезначеніе перемізннойг, то, слш‘зд.‚ каждой допустимой
системі) величинъ 90, 31,5‚. . . . отвёзчаетъ ніжотораяопредЬленная
величина, :, т. —е. :; есть функція аргументовъ ос, у‚г,. . . . —
напр., г:!)(яз , 9,2‚. . . .), при чемъ явное выраженіе !) полу-
чимъ, очевидно, подставивъ въ выраженіе ‹» (%,/и, ж,. . . .)
вмізсто %, ?), ш,. . . . ихъ выраженія въ 50, у, г, . . . ., такъ что
@@@/‚г,…)Е «› [и(т, у, г,.…)‚ Ща), у, г,....)‚ ш(т‚ у, е,....)‚....].

Во-вторыхъ, всліэдствіе допущенной непрерывности Функцій
ш‚и‚@‚и›‚. . . . имёемъ, что ‹» (и,1›,ш‚. . . .)—ш(и0‚ 110, то,. . . .)
пдетъ къ нулю вмізстё съ и—ио,1)—1)О‚ш——шо‚. . . . а по-
сліэднія въ свою очередь идутъ къ нулю вмізстіз съ

;да—ага, у—у0‚ г—гО,....;
но

` ш(и‚@‚ш,....)—ш(ио‚0о‚шо,....)Е
ЕО(.’Б‚_’С]‚.....)—0(Ю0‚у0‚....);

слізд.‚ 0(т‚у,г‚....)——(2(азо,уо;го‚....)
идетъ къ нулю одновременно съ аз—азт у—у0‚ г—яо‚....‚ &,

это и значитъ, что @@@/‚Я,. . . .) непрерывна около системы
величинъ а:…утгт. . . . аргументовъ $,у‚г‚. . . .

Сл‘вдствіе. Если Пред. [ш(и‚г)‚. . . )]“…ио: ш(и0‚'00‚. . . .)
"’до

и
_ ио =Пред. (2%% ‚ 00=Пред.(0)ш____$о‚. . . .

3]…3/0 у....уооооооооооооооооооооо

то Пред. [@@@/‚д,. .)]т___.т0=0(ш0‚уо‚до‚. . . .).
у....уо
испив."

Эти два предложенія даютъ средство распространять тео-
ремы Теоріи непрерывности и Теоріи пред'ізловъ—съ прост'Ьй-
шихъ Функцій на болёе сложныя.
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Замізчаніе. Какъ указалъ впервые (въ 7 О—хъ годахъХШХ сто-

лётія) итальянскій ученый Білі, Функція Да:, у,.г, . . . .), будучи
непрерывной относительно каждаго изъ аргументовъ 00, 31,3, . . . .
въ отдгьльности, можетъ не быть непрерывной при одновремен-
нома ихъ измёненіи.

17. Положимъ, что Н*Ькоторая Функція у опред’Ьляется ур-ніемъ
у : асс + 1);

тогда, значенію ас+Аа3 аргумента, отвёчаетъ значевіе у1 этой :>ункціи, при чемъ
у1 =а(ш+Аш)+Ъ=аю+аА<с+Ь=у+аАа:‚

откуда
_ Ау = 3/1 _ у : аАт.

Оліздовательно,приращенія такой функціи пропорціональныприращеніямъаргумента, и быстрота ея измізненія вполнъ характеризуетсяи опредёляется
коэффиціентомъ а, который, очевицно, равенъ отношенію ЁЁ Это отношеніе
наз. вообще среднимъ приращеніемъфункціи у на участки, Аш; для разсматри-ваемой линейной функціи асс + Ь оно, какъ видимъ, постоянно.

Теперь положимъ, что у— кцкая-нибудь непрерывнаяфункція {($), Опре-д'Ьленная на, участкъ (а, А); разобьемъ послъдній на, части и обозначимъчерезъ уд, у1‚у2‚. . . „4/15, 11/1644. . . .уп, У— величины Функціщ соотвЪтствующіяпограничнымъ значеніямъ а, $1, из,. . . .:сд‚:с1„_1‚. . . .:::… А аргумента. ЗатЪмъвведемъ въ разсмотрёніе новую Функцію‚ опреділяемую условіями, что въ по-
ъраничныагъточкаосъ ея зиаченъ'я тоь же, какъ за данной, такъ что

20:90, 51 =3/1›— --=5/с=3/1и—21с+1='!Лс+1›--- .г„=у„‚ 2= 17,

въ промежуткахъ же она измізняется по линейнымъ законамъ, такъ что ея ве-личины на участю}; (сид„ тд+1) опред‘вляются ур—ніемъ:

_ № _ _ Аше _ .2—21‘+ш/с+1—ас;д($
…ты—Шд—і—Ащсфс

лсд),

. А .какъ показываетъэто равенство, отношеше Г?’ т.-е. среднееприращениефунк-]:ціи у на участию Ааа]: опредэъллетъ впомиь быстроту измюненія иа немъ жепостроешюй нами функций 2.
Если теперь станемъ уменьшать вс'Ь Аид, до нуля, увеличивая, слід, ихъчисло до оо, то въ предЪлЪ всі; значенія эс, принадлежащія участку (а, А),станутъ пограничными для его частей, 3, слід, всі; значенія функціи г станутъ_равны соотвЪтствующимъ значеніямъ данной Функціи у, т.-е. эти деть функціистанутъ тожественныдруъъ другу. Отсюдазаключаемъ, что быстрота, изм’ізненія

Функціи Ъ б ”В 6 Ау"у въ точк тд можетъ ыть охарактеризованапред ломъ дро и Щ ‚
если только онъ существуетъ; его наз. производной у по :с.



__22_
Опред‘вленіе. Производной какой - либо непрерывной функцім

наз. тоедтъ отношет'я безк.-малшо ея приращенія къ сооттът-
ствующему бвзк.-маломуприращенію аргумента,

Ат.-е. Пред. (ГЗ)
Ааа.…О

при чемъ предполагается что этотъ предЪлъ существуетъ, т.-е.
представляетъ величину конечную % опредтъленНую; впрочемъ,

А .
если ГЗ; растртъ безгранично при подведенш Аид къ нулю, то

‘ „

считаютъ, что производная существуетъ, но только равна 00.

Если производная функціи у существуетъ для всёхъ значе-
ній ш, принадлежащихъ участку (Ь,В)‚ то совокупностьвсіхъ
ен величинъ образуетъ, очевидно, новую Функцію ш’а, опредіз-
ленную на, этомъ участк'із; ее наз. тоже производной отъ функціи у

!
и обозначаютъ такъ: ут или Г’(т).

Замізчаніе. Если черезъ $ обозначим'ь время, & черезъ 3—
о /

проходимое точкои пространство, то 3‚ представляетъ, какъ из-
вЁстно, скорость этой точки въ моментъ 15.

18. Теорема 1. Производная постоянной равна нулю,

ибо если у_=_а‚ то и 311361,

Ау
откуда Ау_=_0 и, влёт., №30,

Ау& потому и Пред. (А—Ю
: О, т.-е. а:;_=_ 0.

)Агс.…0 ;

Теорема 2. Производная самою аргумента равна единишь,

ибо если уезд,
А

то 311 Е ос + Аш, откуда, АуЕ Аа: и, (шёл.,
А—Ё

Е 1,

а, потому и Пред. (%%)А 0: 1, т.-е. @; 1.
` ' СС,...
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19. Опред’вленіе 1. Если о: % Б—безк.-ма‚лыя‚ нашодящъ'яся
съ зависимостиодна отъ другой, и если Пред. (“3„) естъ число
нонечн0е % не равное нулю, то говорят, что порЁдЁкъ (З относи-
тельно ос равенъ %.

Очевидно, что безк.-малая тъмъ быстр'Ье идетъ къ нулю,
чімъ выше ея порядокъ; напр.:

осо. . . . 1 1 1 1

0:1. . „0,1 0,01 0,001 0,0001
,

ое. . . .0,01 0,0001 0‚000001 0,00000001
043. . . .0‚001 0,000001 0,000000001 . ........

Безк.-мсшая нулеешо порядка естъ величина конечная, и
обратно, ибо если

Пред. —$=Ь*°‚:|:оо
В—‚д ‘ _ .то Ё_]”+57 1.-е. В_іс+е‚

иобратно—если Пред.@=7с$20‚ то {&=&—|%, %=Ё+е
и, ели., Пред. (5—0)=ЬЁ20

Безн.—малая отрицателъншо порядка представляете сели-
чину безк.-бо.съшую‚ ибо если  ”>О и Пред.ссі(„)= ЬЁОСЫ

то ц_„=іс+а и @=???  
На этомъ основаніи безк.—большія величины также дёлятъ

на порядки; именно, если

Пред. {о.аш.._„=$2…
то эоесрятъ, что 9 есть безк.—болъшсш п’ъо порядка.
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20. ОпредЪленіе 2. Эквивалентными безк.—малыминаз. такія,

предэълъ отношет'я кошка раветз единишь.

Опредізленіе 3. Если {3
— „"до порядка относительно о: и если

Пред. (0%)…__ =іс$20
то одночленъ Асса" наз. главнымъ значеніемъ (главной частью) безко-
нечно-мсшой @.

Очевидно, что Пред. (7%) = 1, т.—е. безк.-малаявеличина
“..-.О

% ея главное значет'е эквивалентны друга друъу.

21. Сл’вдствіе. Если у; :}: 0, то мавное значет'етоиращенія
Ау фунтош равно произведет'ю у;.Ат; это произведеніе назы—

ваютъ дифференціаломъ функціи и обозначаютъ черезъ ду или

021“ (а:), при чемъ понятие это распространяютъ и на случай,
коеда ут __-—.0

Изъ теоремы 2„й (№ 18) вытекаетъ, что

02$ =а4Ат= 1 .Аа:=Аа:‚

. т.-е. дифференціалъ @@@/мента равенъ его приращенію, & еды.,

дифференш'алъ функціи еетъ щооизведет'е ея производной на,

дифференціалз аргумента:

еду = у; сісс ................. (4),

при чемъ, если жроизводная функціи 4: 0, то ея дифферент'алъ
есть главное значет'е ея безк.-малашо приращенія.

22. Уравненіе (4) даетъ:

! __ ду
_А__у)

_д___у% _
а_ш’ тде. Пред. (Аш Ат....О

_“,
значитъ, .пользуясъ понятіемъ о производной, мы, по существу,
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влтсто самшсъ значет'й изучаемой функціи разсматриваемълишь иж безк.-малыя приращенія, отвтьчающъ'я безк—малымъже
о

. А1приращенгямз аргумента—— именно, изучаемъ ихъ отношеше А—і,
при чемъ еще вмтсто самишъ прирашет'й подставляемъ итд
шавныя значенія, т.-е. дИФФеренціалы Функціи и аргумента.
Такимъ образомъ методъ производныхъ основапъ на прим'Ьненіп
1-й основной теоремы 0 безк.-малыхъ: «предмъ отношенія двушъ
безк.-малышъ не измтьнится, если числитель % знаменатель за—
мгънимз величинами, има эквивалентными».

Это объясняетъ причину плодотворности этого метода: не уМ'Ья иногда,
найти зависимость между аргументомъ и Функціеіі, всліздствіе ея сложности иневозможности выбросить какой бы то ни было конечный членъ въ ея выраже-ніи, мы, разсматривая ея производную, вводимъ безк.-малыя приращенія, причем'ь получаемъ право пренебрегатьвъ извізстныхъ случаяхъ безконечно-ыа-\
ЛЫМИ членами ВЫСШИХЪ ЦОРЯДКОВЪ, 8. ПОТОМУ И МОЖЭМЪ оказаться ВЪ СИЛЁЪХЪнайти связь межлу аргументомъ и произведною изучаемой Функціи. Если быи эта задача, оказалась не по плечу, то ту же идею можно примізнить къ самойэтой производной, изучая въ свою очередь ея производнуюили вторую произ-водную отъ первоначальной Функціи; и т. д.

Совокупность вс'Ьхъ методовъ изученія ФуНКЦіИ‚ основанных'ь
на, разсмотрёніи ея безк.—малыхъ приращеній, образуетъ содер-жаніе Анализа безнонечно-малыхъ или Трансцендентнаго Анализа; онъ
Д’влится на дві; части: дифференціальное исчисленіе и интегральное.

Первое им'Ьетъ цілью, во-первыхъ, научить быстро оты-
скивать аналитический. выраженія производныж отъ функцій,
заданныж аналитически же; а во—вторыхъ; установить зави—
симость свойства первой, второй и т. “д. производныж какой-
либо функціи отъ свойства ея самой. Интегральное же исчисле—
ніе р*Ьшаетъ обратную задачу, `формулируемую' въ самомъ об—
щемъ ея вид'Ь такъ: зная анатомическую зависимость междуаргументами, иж функціей % ея различными производными,
изучить свойства этой функции % диредтьлитъ ея значет'е,

‘отвгъчающее любой допустимой совокупности значений аргу-
ментовъ.
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ё 2. Понятіе объ опредізленномъ интегралъ.

23. Теорема Дарбу (ВагЬопХ). Положимъ, что функція {($),

опредтленная на участки; (шо, Х) (гд’в шО<Х)‚ конечна и не-

прерывна на, всемъ ет протяженіи.
Разобьемъ этотъ участокъ на, части

А1т‚А2т‚. . . ‚Ад,. . . .Апаз‚

такъ что А1т+А2ш+....+А„т=Х-_т°;
затдвмъ на каждой такой части Аіш найдемъ низшую и высшую

границы ті и ДД. данной фуниціи и составимъ суммы:
@=”

а=т1А1т+т2 А2т+....+тіАіас+.…—|—т„Апт=2 тіАіа:
13:1

и і=п
1 _12 =М1 А1т+М2А293+.…+МіАіт+....+МпАпт= 2 МіАіос.

і=1

Теорема Дарбу состоитъ въ утвержденіи, что при умень-

швт'и вс’вхъ частныж %ромежутновъ Ада: до нуля (съ, смт., иры

увеличени иж числа до 00) обп; эти суммы стремятся къ од-

ному % тому же предтиду 8.

Доказательствоея разобьемъ на три части.

1) При дробленіи дгълеш'й Ад, Ада,. . .. вновъ на части

сумма ‹? растет, а сумма 2 убывает.
'

Дёйствительно, пусть
! П ! //

А1ш=А1ш+А 158+. . . .‚А2т=А2т+А 203+. . . .,
! И

....Апт=Апш+А „%+. . . .,

& величины низшей и высшей границъданной Функціи на новыхъ

участкахъ пусть будутъ соотвЪтственно М1 и МЗ, т”1 и
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‚/ ! ! ,! [М „. . . . №2 и М?, т 2 и М'2‚. . . .; очевидно, что №1 естъ
наименьшее изъ чиселъ т’ ‚т”1‚. . . .; т2 —наименьшее изъ чи—
сел?; №2, т”„…, и т. д.; точно такъ же И есть наибольшее!изъ чиста М1, М'1‚....; М —наибольшее изъ чисел?; М},ИЗ,… ;и т. д. Отсюда и заключаемъ, что

}: (т'і'А’;аз+ т”і АСЮ +....) >В (ті А’іш+тіА”іт+….)—_—

=2ті(А’іт+А”іт+….)‚

аз(М’іА’іш+М”іА”іш+.…)<2 (111і А’іт+]ЩА’/іт+....)=

:} №Д(А’іт+А”іш+....)‚

т.—е. Е(тА.тч—т”.”А..:с—е— …))):тіАіт,
& Е(М’іА’іш+М”іА”ішч—....)< М.А.т.

П) Всякая изъ сумма 0- меньше любой изъ сумма 2. Въ са—
момъ №№, пусть суммао- отвёчаетъ системёдтіъленійАас, А„аз
& сумма 2 —системіз діленій А”а:, А"2 а:, ..; введемъ новую
систему д'іэленій, получаемую отъ принятія во вниманіе всізхъ
точекъ дЬленія об’вихъ данвыхъ системъ, и обозначимъ полу-чаемыя при этомъ дізленія черезъ А а;, Агаз,… .Ап аз; такъ какъ
новая система дізленій получается, какъ изъ первой, такъ и изъ
второй, дробленг'ема иж частей, то на, основаніи только что до-
казаннаго имёемъ:

а’=2 т’д А’ст<2 ті Аіад ЕП=2 М”,». А”‚‘аз >ВМі Аі сс;

но очевидно, что ЁтіАіаз<2МіАіт3
, ”

рты., ‹: <2 .
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111) Наконецъ, разность двухъ соотв’втственныхъ сумме; 2 и

‹: идет?; из нулю, когда, есть Аа: идут?; на нулю. Дёйствительно,

если суммы 2 и с—соотвётственны, т. е. отвёчаютъ одной и

той-же системі; дёленій, то

_а: М.А.ш—Ёт.А.ш= "(М.А.т—т-А—т)=2 Е @ 1 __1 1 г 21 ‘ ‘ ' '

=2(Мі—тд)Аіш.

Но по условію Функція [(т)—непрерывнаи, спад., Мі—щ
идетъ къ нулю ВМ'ЁСТ'Ё съ Ада}; поэтому, обозначая черезъ ‹»

наибольшую изъ абсолютнышъ величина всёхъ разностейщ—тр
получаемъ:

Пред. (2_
б)А‚-т.…0< Пред. (2 ША‘т)Адш....о

:
: Пред. (ЮБ Аі Ю)А‚‹в„..0

: Пред. [03
(Х ——

Ш°)]Ада:....0= 0.

ИЗЪ того, что различныя величины суммъ 0' и 2 образуютъ
дв'Ь группы чиселъ, при чемъ всякая изъ суммъ о- меньше любой

изъ суммъ 2, разность же 2— 0' идетъ къ нулю при педведеніи
всЁхъ Ат къ нулю, и вытекаетъ (№ 9), что 06% эти суммы
пм'Ьютъ пред'Ьлъ и притомъ общій.

24. Замізчаніе. Въ предъидущемъ доказательств'в мы счи-
тали, что Функція {(т) непрерывна на, всемъ участкъ (900, Х).

Допустимъ теперь, что она., оставаясъ на всемъ этомъ участию
конечной, разрываетсяна нема въ нонечномъ чисть течет;А, В, . . . . Е,

при чемъ величины разрывовъ суть @, Ь,. . . . е; безк.-малые же

участки Ат, заключающіе точки разрывовъ обозначимъ черезъ
ос, (З,. . . . е. . . . Дві; первыхъ части приведеннаго выше дока-
зательства остаются, очевидно, въ полной силіз и въ этомъ

случаф, ибо въ нихъ не прих0дится ‚ссылаться на непрерывность

Функціи {(т); то же будетъ и съ третьей частью разсужденія,

ибо, хотя ”въ числі; слагаемыхъ вида (Мі—ті) Аіщ образую-
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щихъ разность 2—0, кромі: такихъ, Ёъ которыхъ МГ—тг.идетъ къ нулю вм'ЬстЁ съ Ади, будутъ еще такія, въ которыхъЛД—ті стремится къ одному изъ чиселъ а, Ь,. . . . в, но такъкакъ

Пред. (ао: + ЬВ + . . . . + ее)“, В,....е....0 = 0,

то всетаки Пред. (2 —— °)Аіш....0: О.

Отсюда заключаемъ, что Теорема Дарбу справедлива и въэтомъ, болізе общемъ, случай, т.-е. для функціи, конечной на
всемд участию и, вообще говоря, непрерывной на, нема, если жеи разрывающейся,то лишь конечное число раза.

25. Общая. величина 8 предёловъ двухъ разсмотр'ічнныхъ`въ № 23-мъ суммъ наз. опред’вленнымъ интеграломъ функціи {($),
взятымъ отъ % до Х ; функція же {($), удовлетворяющаяусло-віямъ теоремы Дарбу, наз. интегрируемой.

Это понятіе объ интеграл; выгодно н*Есколько обобщить.Именно, если чврвзъ ті обозначимъ любое число принадлежащееучастку Адоб, то
‚ {2№ }…= 8-

Дёйствительно, танъ какъ тд < Дага.) < Мг.,

то . тіАіш</`(ші)Аіт<]ЩАіш
и, спад., ЕтіАіш <2/(ші)Аіт<2МіАіт;
переходя къ предёлу, получаемъ:

8 < Преші !”(ті) Аі % < 63

откуда. и выводимъ, что
.

,

Пред.}:;“(ші)Аісс=Б'. {
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Такъ какъ въ прежнее время для зам’вны слова «суммы»

вм'Ьсто буквы Е писали 8, то пнтегралъ Функціи [($), взятый
отъ то до Х, ‚обозначаютъ такъ:

Х
[ {(тем,
000

при чемъ ат ставится вмёсто Асс на томъ. основаніи, что ;да—пе-
ремЪнная независимая и, слід, 0350=Ащ & знакъ [, называемый
знаномъ интеграла, представляетъ видоизмёнившуюсяпри скорописи
букву Б ; произведеніеДавит наз. подъинтегральнымъ выраженіемъ,

Функція {(т)—подъинтегральной функціей, шО—нижнимъ, & Х—
верхнимъ пред’вломъ интеграла.

26. Итакъ, если т0›< Х, _то по опред‘вленію:

„.....(5);
а: …0

Х Х
[%(аз) сйт: Пред. {2 [(вид) Аі а:}Аі 

при чемъ, какъ ясно изъ всего вышеизложеннаго,этотъ пред'Ьлъ
не зависитъ ни отъ закона подведенія всізхъ Аа: къ нулю, ни отъ
выбора чиселъ 5% на участкахъ Аіш.

Если Х < а:… то можеть, очевидно, примінить т'Ь же раз-
сужденія, при чемъ и заключенія останутся ті; же, съ тізмъ
лишь 0тличіемъ, что, идя при построеніи частей 131$, А2ш‚....Апсс
отъ бЬльшаго числа 900 % меньшему Х, мы должны въ равен-
ствё (б) считать всі; эти части отрицательными.

ИЗЪ этого между прочимъ сл'Ьдуетъ, что отъ жерестановт
предмет; ожредменнто интеграла мгъняется его знака, ибо
если, напр., шо < Х, то

Х .

“($)@= Пред. {№09 А1 в: +Г(т„)А2а: + . . . . _|_/(шп) Аида}:
то



_ 31 _: —Пред. {;‘(тд (——А1а:)+;"(т2)(_А2аз)+....+/(т„)(—А„ од)}=°

= —Пред- {№9 (—А„т)+Г(т„_1) (—А‚._1т)+--—.+Г(071) (_А1$3}:
$0= —[{(т) сіт.
Х

СлЪдствіе. Полагая въ этомъ равенств'із Х: то получаемъ:

[ падало = 4100010190,

600 $0
откуда 2]`/°(ш)02т= О и, сл'Ьд.‚ [Давит= 0,

$0 $0

т.-е. опредтьлвнный интеграла, вершит и нижней предгълы коего
равны друга другу, равенъ нулю.

Х
27. Находить величину [Джей, пользуясь равенствомъф),

$0
вообще говоря затруднительно, & часто и прямо невозможно,
почему дальше будутъ указаны другіе способы для этого; но
иногда, можно примінить и это равенство, при чемъ выгодно
считать '

А1Ш=А2т=……=А„т=Ь=Ё—;Ёд
‚ с

8

Прим. 1. Найти интегралъ 1'=].е‘сда:.
1 _

3—1 2 .Полагая Ь=Т=—п— и ті=1+(э—1)ід,
« имёемъ:

Ё=Пред.
{ет1А1т+е$2А2ш+ешзАзт+…..+ет“Апос}:



 \
(п—1)іъ_ Л_1 піъ_1: Пэе . вв

в ] =П .
с

1 д { 1… } 0
№

18<+Ь+Ьее„>_1”%
’

1
72

()

гд'Ъ 0 < 6 < 1 ‚

сл’вд.‚ 1=е.Пред
е2_1 =еЗ—е.

‚_} се!»
И….о

_
%

Прим. 2. Найти ]=[соз шт.
0

Считая ]; = %, ті :: (73 —— Під,

получаемъ:

1=Пред. {созт1.А1ш+соза;2.А2т—ъ—.
. . .+ созшпАпаз}: 

 
= Пред. {сов О .]Ъ+С0812.Й+СО$ 272 . %+. . „+005 (п—1)% .

71}; 0:
.

?“...: Пред. {72 [005 0 + сов 72 + сов 271 +....+ сов (% — 1) @“ 0
=

‚( 2віпіъсовО+2зіп7ьдсоёіъ+2віпТъ008272+....
__П ,}! +2віпіъсозт—2)7Ь+2віп7ъсоз(п—1)іъ'_ ред' ] 2 віпіъ ’

\ И 0

но зіпос—зіпВ—ЖШЩСОЗШ_— 2 2
,

откуда, полагая “_”;—= 72,
°°

"; В:№,

и, сл’іэд.‚' ос==(іс+ 1)7ъ‚ @: іс— 1)7г‚,
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им'Ьемъ: 2віп72созісіе=зіпис+1)Ь—$іп(іс—1)Ь;

Поэтому ]: % Пред.( [він 71 — зіп (_ Ь)]+ [зіп % — він 0] +в—іпіъ{

+ [він ЗЬ—зіпй]+ [зіп 4іс—зіп 2%] +....+ [він (п—1)Ь+
‹—віп(п — ЗМ] + [він піъ — зіп(п—1)Ь]})…Ьш

 
'1_ ? Пред. {5—й}„ [він 72 + зіп (% — 1) 72 + $іп

”]для._0
_1—1 1: . тг__ 5 Пред. (ютп)' Пред. {зіпё + зіп—3 + 5111 Т).} _ 1.

4-

Прим. З. Вычислить і :: {$2 01.76.

1

Беря В = 4 _ 1 :: Ё.,
% п

им’вемъ: і: Пред. {12.71+(1 + Ь)2.Ь+(1 + 2%)91ь +. . . ‚+
+ [1 +(п—1)2Ь] Ь}д____0=Пред. {/ъ+(1+2ід+7ъ9‹)Ъ+(1+4Ъ+4Ь2)?» +
+ (1 + 6Ь+91ъ2) В+. . . .+ [1 + 2 (п — 1) %+ (п — 1)2 №] Щл“…: Пред. {пЬ+
+2[1+2+3+....+(п—1)]712+[12+ 22+82+….….+(п—1)9]Ь3};‚

но, полагая 82: 12+22+39+....+(п—1)2‚

имёемъ:13+23+23+....+п3=13+(1+1)3+(1+2)3+..‚.+
+[1+(п—1)]3=1+(1+3.1+З.12+13)+(1+3.2+3.22+23)+....+
+ [1+8 (п—1)+3(п—1)2+(п—1)3]=п+3[1+2+. . . .+(п—1)]+З [12+22+. . . .

+(п— 1,2]+ [13+ 23+. . ‚+(п —’1)3]‚

и(п—1)
оікуда 97,8 : „ + 3

2
+ 382

6 7и
“, слід-г 82 = % [пз

— з ““_—(”;—
1) _ „] :№.

поэтому і: Пред. {під
+ 12 (п — 1)№+№№}

:
Ъ…о

=3+9+9=21.
« н…‹›

11. 3

=Пред.{3+3(3—Ъ)+№}
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28. Для приданія понятію объ интеграЛ'Ь большей конкрет-
ности, укажемъ зд'ізсь же геометрическое значеніе опредізленнаго ин-

теграла.

Положимъ что мы иміземъ Ф цкцію ос «интеъ % ем ю»
7 ‚

на участкі; (то, Х ), т.-е. конечную %, вообще говоря, непрерывную;

Черт. 8.

У

  
построимъ при Декартовыхъ кбординатахъ кривую О, выра-
жаемую уравненіемъ: у=Г(т)‚ и разсмотримъ площадь @,

ограниченную осью ОХ, этой кри—
ЧеРТ- 9- вою и ординатами,проведенными

`

черезъ крайнія точки и черезъ
\ точки разрыва функціи. Раздіз-

ливъ участокъ (:птХ) на части

Ада, Ази, . . . . Ант, проведемъ
ординаты черезъ точки дівленій;
тогда площадь @ тоже разлё-

Х лится на части (21, Оз,. . . .О“,
при чемъ, очевидно (черт. 9), 

тіАіт< ($$, МАН”,

гдіз ті— и Мг суть наименьшее и наибольшее значенія функціи



___35_
[($), т.—е. ординаты кривой, на элементіз Аіаз; отсюда сжЬдуетъ,
что

Х"\ Й

Ёж А. я: <2@‚<ЬМіАісщ
$0

т.—е.° ЕтНАт< 0<2МАщ
& переходъ къ предізлу при Аіас. . . .О даетъ:

Х Х[пмк @<)Г(т)‹ігс‚

Х
(откуда заключаемъ, что @=_Г/`(аз)сісс.

$0
(Такимъ образовіъ, опрвдгъленный интеграла функціи {($),

взятый на участть отъ $0 до Х, выражаетъ площадь, отшт-
ченную осью ОХ, приват

у=/`(т)

% ординатамщ проведенными череда нрайт'я точки участка %

черезз точки разрыва на нема кривой; при этомъ, такъ какъ д'ля
точекъ над’ъ осью ОХ ординат Г(т)> 0, а, для точекъ подъ
этой осью она < 0, то, значитъдшощадгт надъ осъю ОХ должно
считатъ положительными, @ _подъ ней — отрицательными.

29. Перейдемъ теперь къ выясненію связи между попятіями
объ интегралі; и () дИФФеренціал'із.

Теорема 1. Если участок?; (то, Х) есть амебричесжаясумма
участковъ (500 )‚(а1‚ %) . „(а… Х), и на каждомъ изъ посты?—
ниша функція ;(1$) интегрируема, то

Х („ ая Х
[г(ш)аш=[г‹ш)аш+);‘(тиш+. . . .+[г(ш)ат„…(6).

3$
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ДЪйствительно,лёля полный участокъна части Аш, мы можемъ

точки д'Ьленія брать всегда такъ, чтобы чйсла, 51:0, а1‚а2‚....а„‚Х
каждый раза были пограничными; но тогда ИМ'Ьемъ:

Х щ 02 Х

271%)А‚ст=2{(ш‚с) А‚‘т+2г(т‚дАМН. . . .+2Г(ос‚‘) Ади;
то $0 111 ап

переходя къ предіэлу при Ада}... .О, и получимъ доказываемое

равенство.

30. Теорема 2 или, такъ наз., „Теорема о среднихъ“. Если т
и М суть наименьшее % наибольшее значенія функціи {(сс) на

Х

участть (5130, Х), то [ Г (т) дас заключается между
300

т (Х—то) % М(Х——т0).
\ 

ДЪйствительно, такъ какъ т < {` (тд) < М, то { (тдАдт
заключается между тАдод и МАдаз;

Х Х 'Х
“1 ' ”1 ""

сл'ічд.‚ 2 ;“ (00,5) А,‘ а: заключается между }; тАк «: и 2 МА,: со,

870
000 000

Х Х"
т.-е. между тьма; и МБА“;

$0 $0

или, иначе, Между т(Х——ас0) и М(Х——азо);

Х Х
&, значитъ, и Пред. йПш )А я:, т.—е. ./` №№

1: !:

$0 $0

заключается между ЭТИМИ ЖВ границами.

Обозначая черезъ (т, М ) шъкоторое среднее между т и М,

можемъ написать, очевицно,
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Х
что [/'(т)ат=(т‚—М)(Х—шо).….…...(7>.

“о

Сл’вдствіе 1. Если функція {(сс) на всемъ участкіз (ш…Х) не—

прерывна, то (№ 14) она проходитъ на немъ черезъ всі; значенія,

промежуточныя между т и М, такъ что (т‚М ) = ;“ (%сред„.)‚

Х
& еды., [ ;“ (сс) 0133 : {(т„„д‚,_) (Х—азс)....... . . . (8).

“о 
Сл’вдствіе 2. Если мы предположимъ, что

Х—то
А1$=А2т=…..=Ап{Б=——п—‚

.Х—{ЕО “1 _то изъ равенства, (7) получимъ: Пред. {2 {(жк)
}
: (т, МДХ — яго),

Г(:с1)+7°(эс2)+. . . .+Г(.9с„) откуда. (т, М ) : Пред. п
^ ,

гд’Ь $1, ад,. ...:::" — числа, произвольно выбираемыя по одному на каждомъ
изъ равныхъ участковъ А1а:‚А2ас .‚Апш; такимь 06разомъ, число (т, М)
есть предтлъ среднмо аривмепшческаъо изъ встаю значетій функцт{(), оттъ-
чающишъэтимъ аг’амъ.

Х
31. Теорема 3. Интегралъ [Даши

&”0

есть непрерывная футщія своею вершнязо предшш Х.
Х

ДЪйствительно, такъ какъ [Мазут мёняется, копечно‚ при
500

изм’ізненіи Х, то онъ представляетъ нізкоторую Функцію числа Х.
Х

.

Полагая поэтому [[ (аз) сідс = В (а;),
то
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по теореМ'Ь 1 имъемъ:

Х+АХ Х Х+АХ Х+АХ
1?)(Х+АХ[{(т) ош—[г (т) сіос—і—[№) віт=Р(Х)—ъ—[№) сіаэ,

или, по «теоремё о среднихъ»:

Р(Х+АХ)=Р(Х)+[т‚М)АХ‚

гд'із т и М— наименьшее и наибольшее значепія Функціи { (т)

на участк'із АХ; отсюда

АР(Х)—_—Р(Х+АХ)—Е(Х):-‚(ГМ)АХ;

и такъ какъ по условію Функція {(т) конечна, такт. что чйсла

т и М, &, зпачитъ, и среднее (т, М) между ними тоже конечны,

то произведеніе (т, М)АХ или АЁ(Х) —— безконечно>мало‚іт.—е;

Функція Е(ш) непрерывна около $:: Х.

32. Теорема 4. Если подъинтеералънаяфункція ]” (аз) непре-

рывна около % ’а, равнаъо вертнвму предтлу Х интеграла, то им—

тезра/гъ илтвтъ производную ио этом] ввршнему предту, % она

равна значенію подъинтегральной функціи. вычисленному для т’@,

равнаго этому пред’влу.

Въ самомъ №№, еспи Функція Г (аз) непрерывна около ш—_ Х,
то можемъ взять приращеніе АХ настолько малымъ, чтобы ;“ (т)

была непрерывна на всемъ его протяженіи; тогда равенство

Х+АХ
Е(Х—я—АХ)= ЩХ>+[/*(ш)огт

Х

МОЖВМЪ ПЗРВНИСЁЬТЬ ТЁЩЪЗ

` Ё(Х+АХ)——-Р(Х)=/’(Х+6.АХ)АХ,
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гд'Ь О—правильная положительная дробь; отсюда АР(Х)=/(Х+6ших и, слізд.‚ ““””=/(Х+6.АХ),

АР(Х))АХ Ах…о
 & потому Пред.< : {(Х), т.—е. Ё’(Х) = ДХ).

Сл’вдствіе 1 . При т'л'зхъ же условіяхъ относительно{(сс) им'іземъ:

Х _

а [№) сісс: р' (Х) ах: {(Х) ах.
то

Сл‘ь'дствіе 2. Такъ какъ

Х 1130

[{(ш)сіш=—[/'(эс)сіаз
{БО Х

то, очевидно, опреджлснный интеграла сстъ непрерывная функш'я
своего нажима прсдтьла, при чемд, если поддинтсъралъная функ—
ція нспрерывна около ос’а, расншо этому нижнему предтлу, то
интеграла имтстъ по жостъднсму производную, % она, равна взя-
тому съ обратнымъ знаномъ значст'ю подъинтсъралънойфуниш'и,
вьишсленномудля сс’а, расист нижнему прсдтьлу :

Х
» %(;[гсишг—чщ).

33. Предыдущая теорема показываетъ, что опрсдгъленный
интеграла фушщш есть одна иза ея псрвообразныж.

Изъ нея же еще сліздуетъ, что всякая «интсърирусмая»
функція имгъстъ %ервообразн110



Глава 11.

Свойства и вычисленіе опред’вленныхъ интеграловъ.

$1. Основныя свойства опредізленныхъ интеграловъ.

34. Такъ какъ общіе способы нахожденія суммы членовъ

безконечнаго ряда неизвёстны, то пахожденіе величины опред'Ь—‘

леннаго интеграла, какъ предела… суммы, возможно лишь въ

исключительныхъ случаяхъ; обыкновенно же приходится для

этой ц’ізли пользоваться другими методами; изъ нихъ простізйшій
основанъ на предварительномъотысканш первообразнойфутщг'и
и примізневіи сліздующе: теоремы.

Теорема. Опредіьленный интезрстъ раввнъ разности значвт'й

одной и той же’ непрерывной первообразной, _вычжленнышъ для

вершняго % для нижнто предмет; инттршш.
Дійствительно, пусть Е(аз) есть непрерывная первообразная

для {($), 'такъ что

[Нос) (іш =Р(а:) + 0;

тогда на основаніи № 33-го имёемъ, что

Х
[[(т)сіт=Р(Х)+О1‚
{Со
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откуда, подводя Х къ 500 и помня, что Е(аэ) непрерывна, такъ что

.

Пред. [цю] = Што),
Х....аго

:со .

получаемъ: [[(ш) ‹іш: Е(шо) + 01, т.—е. 17030)+ 01 = О

и, спи., 01 = _ Е(ШО)7

х
& потому [Г(ш)сіт=Р(Х)—Ё(сс0) ...... . . . . .(9). 

Для сокращенія письма мы, чтобы показать, что надо взять\

разность значеній функціи ср (50) при аз: 6 и при а: = @, будемъ
писать ’.

ь

3000);
 

. а

тогда предъидущее р&ВЭНСТВО ПЗРВПИШЗТСЯ ТЗК’Ь: 
 

Х Х

[№) 0133 =
|
Е(аг) .............. (10)

370 $0

. 3 з

прим. !. [етдт=[еш=е3—е.
[ 1

К 1!
- Ё ?

Прим. 2. [возагат: віпш=віп%—віпО: 1.
о о

4
П 2 =— -—-——=—= .римЗ [ас ‹іа: › 3 8

21
1



_42__
35. Зам’вчаніе. Если первообразная Функція разрЫвается на

участи; (сво, Х)—напр.‚ въ точкахъ траст. . . .:В… то прежде
примъненія предыдущей теоремы надо разбить этотъ участокъ
точками разрыва на, части и примёнить теорему объ интеграл'Ь
на сумм'Ь участковъ:

Х $1 $2 Х

у=у+;+. . . „4;
$0 $0 531 шт

иначе получимъ абсурдъ.

+1
Прим. Найти [_ діт—

ш2+1
—1

(1.1:

Такъ какъ [_ 2—1: Агссощ а: и эта Функшя разрывается

при вс: 0, при чемъ

Агссоі-Ё;(— 0) = —— %, & Аіссогз (+ 0) = 7%

ссто
У—ддЁТ—і=[—д+—1+]`—ш2—+—1='_АГССО’6828+}АГССО’Б8Ф':—1 0

Повёрка:

+1
дас 4:1 диз -

—1 _!

=—[%—(—%Л=—%—

Если же бы прим'Хзнили теорему № 34-го сразу ко всему
участку, то` получили-бы, что



 *___“1_`Т…і…,__ __ 
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+1
(1 +1

23

.Г_:ЁЩ: ГССОЁЬ’% = Агссогё 1 — Агссощ (— 1) =
_1 _1

_тт п`_тс—4 4 _5’
 

1что навірно ошибочно, ибо “ёё? < 0,

+1
](СС

З.СЛ’ЬДЧ И. ‚'.—№<О'_!

36, Какъ указывалось въ 1-ой части курса, нахожденіе
первообразной Функціи въ явномъ вид'Ь часто невозможно—въ
большинствъ случаевъ неопредёленный интегралъ представляетъ

` Нікоторую новую Функцію; поэтому и вычисленіе опредізленнаго
интеграла помощью предварительнаго отыскапія первообразной
Функціи часто окажется невыполнпмымъ,такъ что для подобнаго
вычисленія нужно искать другихъ способовъ; они основаны на
различныхъ свойствахъ опредтзленныхъ интеграловъ, къ изученію
которыхъ и перейдемъ‚ зам'Ьтивъ мимоходомъ‚ что, очевидно,
величина опредгьленнаио интезрала нв зависитъ отъ тою, какой
буквой обозначена иеремгьнная, по моей интегрируема, такъ что

Ь Ъ

[ {(т) сйт Е [ {(г) сі’г.

37. Теорема 1. При интегрированш можно постоянный
множитель выносить изъ-подг знака, интеграла.

Х Х
Дёйствительно, [А]”(т) дт: Пред- {2 А/(ті)Аджи :

{80 Х 1110
г

= Пред. {АЕ {(%) Аг“ $}Аіш.…0
:

900
Х Х: А. Пред. {2№1.)А1. ш}№_…0

: А [№) от.
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38. Теорема 2. Интвърстъ амебрической суммы интегри-

руемыж функций решена такой же сумлиъ шва 'интвъраловъ.

Въ самомъ №№,

Х Х
Ппж)+ ‹‚о

«в) —
‚+ (т)] ат = Пред. {Ё №.) + <? (тд +

0 _

Х
0

25_ Марш Аіш}А№…о
…; Пред…{Е {(ті) Аг ас +2 ср (усі) _Аі 90 +

Х Х
— 241%) А5$}Аіш.…о

: Пред. [2 {(вид)
А5т]А‚-‹›:….о

+
300500

Х Х_` Й"“ Пред' [д\д ’? (%) Аг' $]А,4с....0
_ Пред' [2 итд Аг'{'ы ас.…о

:
“о . д'о

Х Х Х

:…56)ат+№<ш>аш—[ф (00) 0150.

“0
Х

39. Теорема 3. При вычисленіи [Даффи
$0

можно измгънятъ первмтнную, полагая % = ‹» (у), если: 1) тоо-
изводная иду) футщіи- ш(у) интегрируема на всемъ участки;
интегрированія и сохраняетъ на немъ одинъ и тотъ же знанъ; и
2) при измічненіи ас отъ то до Х новый аръументъ у мэънявтся
’на одномъ сплошномъ участтъ («сі’шъ звиб бежит») (310, .У); при
этомъ его предічлы 3/0, 17 опред'ізлимъ изъ ур-ній

000: …(у„)‚ Х: …(17). 
Д'Ьйствительно‚ такъ какъ

Х Х

№№=П№{Ег‹ті>А‚-тъ„„…‚
330



   
при чемъ всЁ Аа; имёютъ одинъ и тотъ же знака, &между тізмъполагая ас—_ (» (у), пміюмъ, что

Ат = [Щи + 6] Ау,

гдіз & идетъ къ нулю вмёстё съ Ау, то ясно, что для возможности
указанной зам’Ьны перемізнной, функція ‹»(у) должна… сохранятьсвой знакъ на всемъ участкчё интегрированія. Съ другой сто—
роны, если это усчовіе соблюдено и крот; того Функція (» ’(у)
интегрируема, а. у, при измёненіи эс отъ ссд до Х, міняется
сплошнымъ образом0 между уд и У, то '

Х
!

Х
{№) ога: = Пред. {2№) А2- тд =

пс....о

У
=Пред. {Еги ‹уі>1.[<р‘‹у‚->+едАЪ-у} .

=
А‚у. . ..О

7
=Пред {ЕГВМЗ/‚Лср (№)А

‚%?/}3/0 у....О

ибо безк.—малыя [<р’(уі)+еі] Аіу и ‹р'(уі)А

эквивалентныдругъ другу; и такъ какъ

У
Пред.{2№‹у>]э’‹>(%),-%_ ={Г[<р(у>]<р'(у)сіу‚

3/0

т‹›‚ „ы., {№) ат— {№ (ул? (у) ст
3/0 

Прим. Для нахожденія і:?`—сов а: + зіп а: + 1
0



 $полагаем,!)
138 ? ‚__—___ у,

. _ 24] __ — у? 2сіу .откуда: 8111 т —-
1 у2‚

(308 $ _-
1—дё’

$ __т,
2 .ТУ?, удовлетворяетъусловшмътеоремы, 3. у,тогда, такъ какъ %;, равная 1

11

2 ‚_ мізняется сплошнымъ образомъ отъ О до 1, топри измЪненіи ш’а отъ О до

\

1-_ ду _ _.
0

40. Замізчаніе. Если функція «Лу), т.-е. абу, будучи все

время интегрируемой, мтьняетъ знака на участки; интегриро—
ванія, напр., при 33 = 331, 00: тж… то прежде замёны аз черезъ
ш (у) надо разбить участокъ (т…Х) на, части: (то, 501), (001, $2), и

т. д. И ужё зат'Ёмъ къ каждому изъ соотвізтствующихъинтеграловъ

$1 302

у, у,…
300 $1

прим'Ьн-ить только что изложеннуютеорему; подобнымъ же обра-
зомъ надо поступить, если участокъ интегрированія по 9 она—

зывается состоящимъ изъ нёсколькихъ частей; если же эту пре-
досторожностъ пропустить, то можетъ получиться абсурдъ.

Прим. 1. Непосредственно находимъ, что

  
 

ТГ ТС &
`в— ?

а
в

. 1; 7: ’Л' 41: 2 =; = 1: а;:Ъ ——1:0* —— = _-[зее «;да:
сов—‘дш % 3 6 °< 8) 1/3,

ТС 'АТ _ 7!

__:і __?3— Ё
еСЛИ же ЦОЛОЖИМЪ 580 $ = у

.

7:
“› слід, 310=5ес (_ %):-“2, У=8ес—ё-=;/-:З‚



   1/5
то получимъ интегралъ Д : 3/2 @ Агсзес у,

2

3 ?7— 7? У?-
вгу уду 2 .причемъ !=!` 2

=]. :'1/„2_1=_____ ]1

22! 1@@@—1) 2792—1 2

“,
1/34:

Различіе результатовъ объясняется тЪмъ, что т’у при пзм’Ьненіи т’а на‘

71- 7:участкіз(_ Ё’ Ё)’ мЪняетъ знакъ, ибо

, _ 1 _ 1 _ 0089.90т у _ Т —`с— .——уш зест 3$ зшт

Для полученія вёрнаго результата и при заЫ'ЬН'Ь перемізнной, надо было"

поступить такъ:
Т!

'У?
_П—_о 6 0] =

]. зее2 жіа:+]. вес2 ахігс = [ у? д (— Агсеес у) +132 а Агсвес у :
0 2 о   

 
У?

2 22 у?
_2 Ё

7312—1 1/у2—1 1/3 1/30 О 0

1Прим. 2. Полагая ш=?‚ получаемъ

+1 +1 +1 +1да: ду ду 7:@=— `1=—[у2+1=—/Ат‘дёу=—г“1 № +;) _1 _;

+1 +1.,
да: 7:въ дч‘зиствительности же [`1+%?: ‚Ахсгзт= ? > 0,

'—1 —1
‘

/ 1абсурдъ ПОЛУЧИЛСЯ ПОТОМУ, ЧТО ХОТЯ ту, равная __Ё ИЛИ —.’Б2‚непрерывна и отрицательна при всякомъ № на. участк'в (—1‚+ 1), но зато, когда, @ М'Ьняетсн отъ —1 до 1, то проходитъ
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черезъ $0, всл'Ьдствіе чего у м'ізняется при этомъ не между

—1 и +1, аотъ—1 до—ооиотъ—я—1 до оо, такъ что# ‚
для полученія правильнаго результата надо было вести вычи-

сленіе такъ:

+1 —0 +1 _оо 1

0137

[дх-
сіа:__ [ау__[ау__——-—= ——‚——|—— ———‘__

1+сс2 14-302 1+тд у2+1
——1 —1 +0 _:

  
:

_ГЁЮЪБ
у _]Ьгсц;у: _— [— 1;—

——(__ %>]
+

“__—ТЕ _ТС “__—ТГ
4. 2 '"4+4_2

41. Теорема 4. Если функція Г(т)— четная, така что Г(——50); Г(т)‚

то №90) ат: 2 [ {(вс) ‹іаз,

@ № фу…щм №) — „№…, такъ что п— и) Е — да:),

то Пес) дав; о.
_а 

Д’Ьйствптельно, на основаніи №.. 29—го имдвемъ:

——а @

[{(ао)сіт=[/(т)сіт+[/`(ш)сіт=__[Пшуіш—і—“(щсіщО

полагая же въ первомъ изъ двухъ послізднихъ интеграловъ

ао = ——у‚ & заТ'Ьмъ заМ'Ьняя въ немъ букву у _снова буквой ас,

ПОЛУЧЭВМ'Ь :
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[№№:[;(—у)ау+[г(т)аш=[г<—ш)аш+[г<ш)аш=

= [ ш— т) + №] асс;

отсюда и выводимъ желаемое заключеніе‚ ибо въ первомъслучай

:‘(—т) ч—Пт)Е ЖИ),

& во второмъ /`(— ос) + {(вида 0.

Если Функція Г(ас)1ш четнал,1шнсчетиая‚ то, какъ изв’Ьстно, она есть
сумма двухъ другихъ: напр., ‹р(:с) и ф(т), изъ коихъ первая—четная, &
вторая — нечетная *); поэтому въ такомъ случаЪ

+а +а +а +а а

12$)ш)дт=[[‹р(ш)+ф(сс)т]аш=[ф()№йш+]`ф:2)<р(сс)‹і:с._а _а 0

4-2. Теорема 5. Ест произведет'е 109 представляемая)функ-ш'ю, непрерывную на участию (шо, Х), то

  Х Х Х
[рой.]: ра—[аст
то ато осо

ибо тогда

Х Х Х ‘

[ра…[№ [(рсі9+90110)=[01(109)=|10_‹1
то 350 шо то 

Г'(т2т)+1°(—т)+Г(т)—Г(—т)
2

гаемыхъпервое представляетъ,очевЁдно, четную Функціщ & второе—нечетную.п.
4

*) ДЪЙствительво, 1’(:с)= , & изъ этихъ слаЧ
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Прим. Считая % > 1, получаемъ:

ТВ 1!

Т 2

сов"жію:[соз"сссівіпгс: ,зіпшсоз""‘:с +
0

Т
Ф———ъ№|?1

‘К |::?
+ (и — 1) [ соз"’_2 сс віп2 Мас: (с›ъ— 1) 009—233(1 — 0052 а:) 0100 =

0 ощю|::
= (и —— 1) соз"—2 жісс — (@@—1) сов" ‚тт:

°'—-—1ю|.=з
Фичи;

= („ _ 1)і„_2—(п— 1)1°„‚

перепосъ ПОСЛ'ЁДНЯГО ЧЛВШЪ ВЪ ЦрЁЪВУЮ ЧЁЪСТЬ ДЁЮТЪЗ %і„=(п—1)Ёп_2 и‚ шёл., 1 =”_1іп ” п—2 '

Прпмізняя это равенство посл'Ьдовательно, нахбдимъ, что  '
__1111 [' __(п—1)(п—8) '

__ __(п—1)(п—8)....(п—2т+1) '
_

п“ п
_ п—В“ %(п—З) п—4_‘"°'_ п(п—2)….(п—2т+2) п—2т7

Ё _2_

итакъ какъ 10=Есіт=32цаа11=усозжіт=ъ
о о

_; (тс 1)(27_ 3)… ' 3.1
2/5

—— С— ..0 7“!

ТО [608 Маз: 2/с(2іс—-2).. ..6.4. 2 2
о 

2344613;
276(270—2)....4.2

005=(21с+1)(2іс—1).…5.з°=!
ощюь 
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Точно такъ же нашли бы, что  П? . 2]; _(210—1)(2Ас——3)…..5.3.1 7:[эт :шіт_ 2іс(2/‹—2)....6.4.2 `2"0

'КТ
№:; 2) 42- 215+: _ 2 —— .“ [зщ мт__(2іс+1)(2іс—1)….5.з

0 
43. Теорема 6. Если функций {(т) на участию (5130, Х) все

Х
время положительна, то []”(ш) две имеете шота же знака, что

“о`
% разность Х —

сео; @ если {(ее) все время здгьсъ отрицательна,
то знака этого интеграла обретет знаку разности (Х—шо).

Дёйствительпо, по «теореме о среднихъ» (№ 30) имёемъ, что

Х
[пт) ат = [г<ш)]„‚,_ (Х — то);
то

но если [(т) всегца > 0, то и [[(т)]ср_ > О;

если же {(сс) всегда < 0, то и [/(т)]ср_ < 0;
ОТСЮДЭ. И ПОЛУЧБЪЭМЪ ЖЁЛдЭМОВ заключевіе.

44. Сл’вдствіе. Если {(вс) > ср
(вв) на всемъ участию (сво, Х), Х Х

то [{(т)сівв>[ср(ш)сіт при 930<Х
то то

Х Х
% [Г(вв)сіт<_[ср(ш)сіш при шО>Х‚

осо гео 
4*
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Х Х Х
ибо [Джадд—[ср(т)сіш=[[і(ш)—ср(т)]сіш

и, по условію, все время [(т)—щас) > О

45. Приложеніе —— Формула Вёллиса (ЧЧаПіз).

На участк'Ь (0, %>
все время 0 < віп ас < 1,

и, сліздч зіп2іс—1 вс > №21.— 510 > віигіс-н т,

7! К Т!

2 2 2

а потому _[вітдщ1
агат ; [ зіпй года: г [ віпі’д‘н эссіш,

0 0 о

т.-е. (см. № 42):

2.4.6....(27‹:—2) 1.3‚5....(2іс—3)(21с_1)3т_> 2.4.6....(2Ъ—2)27„°

з.5.7....(2іс'—1)/ 2.4.6....(2Тс——2)27с 2/3.5.7..…(2іс—1)(2іс+1) 
. 7: „

откуда, дЪля все на коэффищентъпри
—2—

въ среднем части, получаемъ:  [&1.6.(27‹=—2.)]22% 1> [2 4. 6. .(275—2)27с]2

1[з.5.7....(21с—1)]2/ 2 / 1.[3.5.7 (27с—1)]2(2[с+1)

Но, полагая

Аіс =[2.4. 6.
..(270(——2)]227с

иВ __ [2.4.6....(2іс—2)270]2
_.1[3.5.7.1)]2и"—1.[3.5.7....(210—1)]9(2іс+1)’

А 276+ 1 1
-

иыіземъ: П ед. (_——"]\)
=П ед.(———>

: П ед.<1+——) =1-
Р 3,519.“500

р 216 ‚‘"—.а) Р 210 ’іппю
,

ТС

А,: __ "2— _
слід]… тізмъ болЪе Пред. Е __ 1 и Пред. Щ

__ 1,

2 [:...-оо [г….оо '

_ 1: [2.4.6....(21с—2)]227с} :
т“ е“ 2 Пред' {1.[3.5.7…..(2Тс— 1)]9 ,…со

__ [2.4.6....(276)]2_ Пред' {113.57 . . .(270 —1)]2(2/°+1)}/‹---—°°

_....__— . ___—_. ....
”"… Ё=Т'Ё”'з_'3'5 7 7 9 210—1 %+]
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_ П .ЭТО ВЫРдЖЭЪПС ЧИСЛЕЪ ; ЦОДЪ ВИДОМЪ бб.?КОНСЧМСЦО произведетл ДіЪНО

впервые англійскимъ математикомъ Вёллисомъ (мапы, 1616—1708), почему и
наз. «формулой Валлиса».

Изъ него получаемъ:

%=<1—%><1+%>‹1—%><1+%><1—%><1+%>-—-—
или %:(1—%>(1—$><1—Ь)……‚

откуда 1%:1(1—%)+1<1—%)+1<1_4_19.)……
или, на основаніи разложенія 1(1 +00) въ рядъ по степенямъ числа а::

„_
{

1 1 1 1 1 +

+
9—5 &` 252 3 2—53

1 1 $43 і++ 49+? 492 3 493 +

+ .............................;,
и такъ какъ стоящій во второй части ряд'ь — абсолютно сшодящійся,’ то мо-жемъ переставить его члены, при чемъ получимъ:

1п_ 1 1 1 ]ч-і 1 1 1+ +1—— 8—2'+52+72+..‹о 2 84+54+74 ""
—|—3 86 564—76

7Г „Такимъ образомъ щожемъ вычислить 2? съ произвольном степенью
ТОЧНОСТИ.

46. Теорема 7. Если пода знакома интеграла стоитз прд-
изведет'е двуж функцій, изъ которыагъ одна знаиопостоянна, то
_другую можно вынести изд пода йнтвэрала нгъкоторымасреднимъ
ея значенг'вмъ; напр., если {(т)—знакопостоянна на участк'і;
(то, Х), & наименьшее п наибольшее значенія (?(т) на этомъ



участие!; суть т и М, то Х Х

[ №) сэ
(т) ога: = (т, М> [ №) огос-

000 900

Діэйствительно, на основаніи № 44-го пміземъ, что интегралъ

Х Х Х

[№№ (00) №: заключается между [ {($)тсіт и _[Г(т)М011:‚

“о $0 $0

Х Х

т.-е. между …[Дшуіш и МЁ/Кш) асс,

{С° $0

2_< __ Х

:» шёл., } {№№ (@@@ :: (т, М)[/Р(Ш) сіт.

то то

Сл‘вдствіе. Если выносимая изъ—подъ знака, интеграла Функ-

ція непрерывна. на участкі; (осо, Х), то она проходитъ на немъ

черезъ всі; значенія, промежуточныя между т и М, а потому

въ этомъ случаи;

'

Х Х

[№) Ф (т) 6106 = ср (торт.) [ №) №3. 
$ 2. Вычисленіе интеграловъ ПОМОЩЬЮ ряцовъ.

4-7. Теорема 8. Есть функш'я {(т) на всемъ участию (шо, Х)

разлагается въ стодящійсяряда

Г1(т)+/2(т)+……+/іп(ш)+ ........ (11),

т.-в. если Г(ф)=;‘,(ш)+{2(5сз+. . . .+Г„(т)+Вп. . . .(12),

при чемё Пред. (12,3%…оо= О



_55._
при всякомъ $ на этом участки), и если вт функции ];(ш),
{Е(ш). . . . нвпрерывны на всемъ же участки;, то интеграла
суммы ряда получается помощью почленнаго интегрированія этого
ряда, т.-е.

Х Х Х Х
[Г(Ш)сіт=[/;(т)сісс+_[;”2(т)‹іаэ+. . . .+_[/`п(ш)02ш+. . . .

330

Д‘вйствительно, интегрируя равенство (12) почленво, какъ
состоящее изъ нонечншо числа слагаемыхъ, получаемъ:

500

Х Х Х Х Х
[№№=[г1(ш)огш+[г2(ш)ат+. . . ‚'+[г„(ш)агш+[впат;

Х
по по «теоремё о среднихъ»: УВ” (250: (В“)ср` (Х_то)‚

то
гді; (Вп)0р- есть Н'Ькоторое среднее изъ значеній Еп на. участкіз
(то, Х), почему Пред. [(}Зп)ср_]п№оо: 0;

Х
значитъ, и Пред. {[ Еп 0250}

= 0,
$0

М…„ОО

:; с.пізд.‚

Х Х Х Х
[КшМш=[Д(ш)сіт+[і`2(ш)сіш+. . . . +[Гп(а:)‹іа; +. . . .
то 300 шо то

%
аф п и Тс < 1П 'им. Найти интег алъ Ё=[ __ .р Р

01/1—7с98іц2ср
р '—

__ |Такъ какъ _1——__: (1 -— Тс? зіпв ср) 5 = 1 +і 759 від2 ср +1/1 -— № віц2 ср 2 `



 
 

4 ' 4 _ в ' в =+ 1.2 іс вт ср 1.23 іс вш _ф\+....

—1—1—і7і25і112 +1—'3Ёзіп4 4—1'3'5 ___—756 ' 6_
и 1 ф 22 1.2 “’ 28 1.2.88… “”““”

при чемъ это разложеніе существуетъ при всякомъ ср, тоі 1 “ _".
2 2 '? 2

- . 1.3136 .]: [аф+—7с9]`зш?‹рдф+2—4Ь4Узіп4фс1ср+2`461сбі`зшбфдф
+... ‚

о о
`

о о

1.8.5....(2т— 1)

2.4.6....2т

___‘ді___=і‚‘1++(_ )?
1_—_3

2)2 1°3'5—в)2 }.у_—Т.рі_;с25іпз 21110 + 2.47“ + 2.4.67” +""

48. Сліздствіе 1. Если функшія {(вс) на участки (то, Х)!
разлагаетсяпо положительнымъ % возрастающимъстепенямъ ш’а

въ безконвчныйряда, стодящійся тои всякомъ ас на этомъ участки;,
т _

5іп2т срсіф ::. 7!
но на основан… № 42 имЪемъ: Ё;

…..шь  шёл.,
очко]:

то % [Даши разлагается въ подобный же ряда, получаемый

притомъ почленнымъ интегрированіемъ первшо ряда.

_‘1.{1—-—1—+(]/$)2—
(“„За—...

.}дас;

 

1.2 1.23
0

1 з 5

_, 1 _в_ 1.2 2 123 _5_
_

д 2 2!
0 2 2

2 1 1 1 2 1 1 1 2 1

_З.З_і+_3—.Щ+—Ті_.б—і+Т.—ЁП—9.ПЧ_.'П—1_О,66666'7+

+ 0,250000—— 0,066667+О‚013889 — 0,002881+0,000347 — 0,000044: 0,528477,

при чемъ, такъ какъ рядъ -— знакоперемізнный, то ошибка меньше, ч'Ьмъ
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1+

-8—!‚01,
›—д'

2. 106
т.-е. меньше 0,000008.

Сл‘вдствіе 2. Если функція при всякомъ аз на, участть(шо, Х) разлагается ва безконечный ряда по формул’в Маклорена,(т.-е. по ц‘влымъ, положительныма % возрастающимъ степе-
.’Б

няма ш’а), то и функція [ [(ая) сіт разлагается въ подобный ряда,
О

”ри чемъ онъ получается почленнымъ интегрированіемъ перваго ряда.
Прим, 1 `разложеніе Агсзіп ш.    . 1 _! ?Такъ какъ Агсзш' 90: :(1—059) Е=1—`а:2+а: 1—5с2

1 1 1 1 1__________1 ___2( 2
09:4 2( 2 )( 2 2>шв+ _+ 12 1.23 ' _

1
‚„. 1.3 4 1.35 6_1—і—2аз—і—2—4а: 2.46% ,

при чемъ это разложепіе справедливо при всякомъ ос, предста—вляющемъ правильную дробь, то, спад.,

$ {В .‘12 „’В. 1 ' 1.3 ‘ 1.3!
Агсзшт:!сіш—і—Ёутгсішч—Луттт—ь

°
0 0 0

6

246190 сіт+. . . .
О

 
’

- А' ' —:с+1 $3+1'3Ё+т.—е. гсзшаз_
2 3 24 5

1—4 .8.*
.4.
 СД

№… +....‚Ю @

при чемъ и это разложеніе справедливо при всякомз т, равномзправильной дроби (положительной шт отрицательной).

Прим. 2. _разложеніе ! (1 + а:). 
1 „Такъ какъ г'т(1+т)=т=1—т+аз9—аз°+. . . .

если только ]:Ц < 1, то, ели.,
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1 1

1(1+93):Ёсіш—Ётсіш+[т9сіт—[тзсіт+. . . .,
0 0 0 О

‚ _ а:? 003 $4
г.—е. 1(1+т)_т———2—+Ё——Т+……‚

при чемъ и это разложенг'е справедливо при условім, что Щ< 1.

49. Прим. 3 _разложеніе Агсщш въ рядъ Манлорена.

Если т—правилъная, положителънаяшт отрицателъная,

дробь, то простымъ д'Ьленіемъ получаемъ:

1___-_ __2 4__е1+ш2_1 ж+ж 00+....,

при чемъ рядъ этотъ—сходящійся при В.сякомъ такомъ аз’із; сущ.,
СС . {С .’Б $ {В

[1137502=[сіш—[ссЧт—п—[ш402т—“%%—ь.
. . .,

0 О О 0 О

333 $5 $7 .

т.-е. Агсщт=ш——Ё+Ё—7+…. .......(1З)‚ 
причемъ это разложет'ё справедливо при 'всяномъ 00 на участки;
(_ 1 + а, 1 —- е), какъ бы мало ни было г.

Не трудно, впрочемъ, убіздиться, что оно справедливо и при

90:5: 1; дійствительно, такъ какъ рядъ (13)—звакоперемізнпый‚

3 5 271+].

то Агсс3ш=ш.——%+%——. . . .+(—1)“Ёп—+—1+Вп‚

2п+3
гдіз Вп=(—1)"+‘Ёт_)6^и 0<6<1;

отсюда, подводя $ къ единицё, получаемъ  
Агс’сёі : 1_%—'.——Ё———;—+.. . ‚+(-— 1)"2„{__1+В.„`‚
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(_ 1)п+1Гді Еп =Пред- (Вп)$....1 _т 00 И 60 = Пред. (%…,

при чемъ, очевидно, 0 < 00 < 1; и такъ какъ рядъ

1 1 1 1_3+Ё—7+'...
—сходящійся, & прел.(і‘гп)п____оо: 0, то, значитъ,

Агсъд1=1_%+%__%+…. ‚......(14).
Такимъ образомъ разложенз'в (13) търно тт всякомз %%на участтъ (_ 1, + 1).̀

50. Вычисленіе тг. Разложеніе (14) даетъ средство вычислить
Агсщ 1, т.-е. % съ произвольной степенью точности‚ но только
рядъ (14) сходится весьма медленно; можно, однако, на осно—ваніи разложенія (13) получить для той же цізли другіе ряды,весьма, быстро сходящіеся. Напр., мы имёемъ, какъ извёстно,

1

3“1!—
+ что Агсгд % + Агсщ%: Агсщ 1 1

: Агсц; 1 = %;1 __ .
2

слі; тс__{1_
1

1)з 1(15 117 1 1911)11д-› 4— 2 «2 +53 _75 +3<5)—п<5 +
1118 1113115117тЫ —- ”%*-{гад тЫ тЫ +
1 1 9 0,125000 0031250 0007813+—(—) _....}={0‚500000_Т+*Т—*Т+

0 001953 0 000488 0 000122 “+’Т—#г+’Т—. . . .}+ {0,333333 +
0,037037+ 0,004115 0,000457 0,000051

] 5 _3 Т '? +Т_. с ' .; ' ' ' . . . . . ( )?

ВОСПОЛЬЗУЭМСЯ ЭТИМЪ разложеніемъ, ЧТО—бЫ ВЫЧИСЛИТЬ тг СЪ ТОЧ—1 тгНОСТЬЮ ДО
1—04. ОШИбКЕЪ ВЪ Ё тогда, ДОЛЖШЪ бЫТЬ не больше
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1 _1_
4 104’ В

какъ въ выраженіи (15) вычислимъ съ ошибкой не больше
1 1

Ё' 747—1613
такъ какъ эта ошибка, происходитъ, во-первыхъ, отъ

отбрасыванія хвоста ряда, & во-вторыхъ, отъ неточности обра-
щенія въ десятичпыя дроби привятыхъ во вниманіе членовъ

ряда, то ошибку отъ каждой изъ этихъ причивъ допустимъ неі 1

›2 8.104'
мгЬнность рядовъ, числа, т и % принимаемыхъ во вниманіе чле-

новъ ихъ, опредізлимъ изъ условій:

слёдствіе чего каждую изъ суммъ въ большихъ скоб-

 больше Въ такомъ случаЪ, имён въ виду знакопере- 
2т+1 2 < 16.104 И 2п+1 " \ 16.104

1 1 2т+1 1 1 1 2п+1 1

( ) (3) <

или (2т+ 1) 22°"_"1 > 16. 104 и (2п+1)32"+" > 16 . 104,

которыя показываютъ‚ что т : 7 и п = 5;

и такъ какъ 1—й и 3-й члены первой суммы выражаются въ

десятичныхъ дробяхъ вполвіз точно, то число знаковъ при обра,-

щеніи каждаго прочаго члена въ десятичную дробь опреддёли'гся

условіемъ, что-бы въ каждомъ изъ нихъ ошибка была меньшеі _1_ __1_
5 16.101—8.105›
шестъю ДЕСЯТИЧНЫМИ ЗНЁЪКЁЪМИ.

т.-е. КБЕЖДЫЙ ИЗЪ НИХЪ НЕЪДО ВЫЧИСЛИТЬ С'Ь

Поступая такъ, получимъ:

1;-
= {О,500000—0‚041667+0‚006250—О‚001 116 +
+ 0,000217 —— 0,000044 + 0,000009} + {0333333 +
—— 0,012346 + 0,000823_ 0,000065+
+ 0,000006} : 0,463640 + 0,321751 =“ 0,785391

и, слЪд.‚= тт=3‚14156 т.-е. тт=3‚1416.

 



——61——

Подобнымъ же образомъ: 2

4 Агстдё: 2 . 2 Агсц; %—
: 2 АгсіёР №31 : 2 Агсізё =

1 _ _
25

5: Агсщ 1225
= Агоп;%,1_ Ш

откуда, 4 Агсгд %_ Агсц; 1 : Агсъё % — Агс’вз 1 =
120
119

_
120

1+№°
: Агетз = Агссё%;

\ поэтому 4 Аты; 1: 1 6 Агс’сд % —— 4 Агсщ 5%),

1 1 1 1 1 1т.—е. ”= 16 {5
_ 3_53+ 5.55—. 7.57 + 9.59_11.511+”"}+

1 1

—4{-28—9_№+. . . .}: 10 {0,2000000 00+_ 0,0026666 67+О‚0000640 00 _— 0,000001829+
+ 0,0000000 59 _ 0,0000000 02} +
——4{О‚ОО41841ОО—О‚ООООООО24}= 3,1415920,

при чемъ ошибка меньше чёмъ

72 . 0,000 0000 005 + 16 . $1515“; -%395 = 0,000 0000 30 +
+ 0,000 0000 01' = 0,000 0000 37 < 0,000 0001.

51. Формула Тейлора. Положимъ, что фушщія {(сс) % воть ся
производит:; до п’ой включительно нвпрерывны на участ-тъ(а, а + А), а (и + 1) ’ая производная интегрируема на нема ;

а+7ь

.тоща [Г’(ш)сіш={(а+іг)—_/`(а);
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вводя же въ интеграл'Ь новую перем'Ьнную — именно, полагая

аз=а+іс—- ‚г и, слід, візи: —сіг‚

получаем'ь :
и

{(а+д)_г(а)=__Ёг'‹а+ь_д)№=[/"(а+іъ——‚г)сіг.
71, °

Такъ какъ, 110 условію, {($) и ея производныя—непрерывны‚
то можемъ приманить посліздовательно % разъ интегрированіе
по частямъ; при этомъ получимъ:

Ь ?;

{(а—ьЬ)_г(а)=[г’(а+Ь—г)огг=|гг’<а+7е_г)+
А

71,

+[дг”(а+и_а)‹іе= ИГ'(а)+_ГГ"(а+Ь——г)‹і1—Ё=

. ]; В

= аг (@)—‚_ %г”‹а+л_г)+1_ыгйгтщ+а_г)‹іг=
 

72

=%г’щ)+Ёг”<а)+Ыі”’(а+а_г)‹1—= ”_!” (“)+

% іъ

—{”’(а‚ +И——‚г)+ё——1—‚[‚г3/1"(а+ід——г)№=_
 

№ 1+Ы”(а)+т%
О

?»

_%[’(а)+ЁГ”(а)+ЁГ +341“{”(а-ьь—мё‘:

%‘г (и) + ””;/”‹щч— ;…“)+. .ч—і—‘ігтщ+
Ъ

‹

+%[д"{(”+‘)(а+іе.——д)сіг‚
О



_. 63 _
откуда и выводимъ извізстную формулу Тёйлора:

Жа-+Ю=П®+Г@)% Ша№„+…+…№ш)-+В(шъ 
іъ

при чемъ Вп#‚%)гпг("+1)(а+Ь—г)йг. . . . . . . .(17);
0 

& если положимъ ‚г = м и, слізд., 022: Ыб, то еще получимъ

дп+1В  "_ п! )#Ж““щ+м—шщг....... (Ю)
0 

Замізчаніе. Полагая {’ (а:): Е(ш), видимъ, что Формула Тейлора можетъ

а+7ъ

служить для приближеннаго вычисленія [Е(шуіэс, ибо даетъ:
@ а+7ъ '

2 в п
[Г(ас)сігс=17'(а)і+Г’(а)Ё—+Г”(а)_—]Ё—+. . . _+Ё("_1)(а)7Ъ—+Вп‚1 2! 51 Ш

И

при чемъ Еп —і 2" Г…) (а+7ъ — г)дг._”!
о

52. Предположимъ теперь, что и Г…“)(оо) непрерывна на
участкіз (а, а+72) или, что то же самое, {(ты) ((Нм—т)
непрерывна на участкіз (О; 1); обозначимъ кромё того черезъ
іс—цізлое положительное число, не превышающее % + 1, такъ что 
1 < 16 < и + 1; тогда изъ (18), написавъ множитель 25" такъ:
1$"+'1—" ‚%*—‘, и примЪняя теорему № 46—го, получаемъ:

В:
-]Ъ—п+1—!Ё[Ё

Ёп+1—іс]д
()п+1)(“ + ;& _ )”)] гіс—1 (Ё—_п—
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__дп+1
и ! [6”+14А'…) (@ + 7; _ва)] [ #10115:

_ дн+! 0011+1—’°{(“+1)(@ + 7» — 7100)

п ! ’и'
7

 
гд'і; - 0<00<1;
& полагая еще 1 ——

60 = @, окончательно находимъ:

Вг=тідт1№(1—е)п+і—Ь . . . . -‹19)›  
при чемъ, очевидно, 6 есть правильная положительная дробъ, вели-
чина коей зависти отъ вида функш'и {(т) % отъ величины чи-
сел?; а, 72, п и Ус.

Посліщпяя форма дана остаточному члену Шлемильхомъ;
если въ ней положимъ 70: 1, то получимъ остаточный членъ
Коши: '

тн" п (п—н)В =т(1—01) Г ((!/+61”) . . и . о с .(20),п 
& при То: и + 1 получимъ остаточный членъ ЛаГранжа.

_В—— 7Ъп+1
„ тг…“Ца—і—Оя/г) .….....(21)‚ 

при чемъ дроби 01 И 02, на. основаніи только что сказаннаго
про 0, различны между собой.

Замізчаніе. Если {(”`+1)(ш) на участн‘в (а, @ + %) сохраняетъ
знанъ, то для избавленія остаточнаго члена В” отъ` знака, инт -
грала можно, при примЪненіи теоремы № 46—го, вынестисреднимъ
’значепіемъ изъ подъ этого знака не множитель{““… (а—я—Ь—ігг),
& г“; при этомъ получимъ:

1:1
_г<"> (@ + Ь _ 72:5);

2:0

1 пВ = ”“
16"_Г{(“'+1)(а +Ь—ш)ои=<_°3_

0
'п %!
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т.-е. В”:№(6Юп.......... (22), 
при чемъ В—правильная положительная дробь, величина коей зави-
ситъ отъ величины чиселъ @, И, п % отд вида функцийДа:).

`

Выраженіе (22) можетъ во многихъ случаяхъ оказаться
бол'ізе выгоднымъ для практики, ч'Ьмъ выраженія (19), (20)
и (21) (напр., тогда, когда, общій законъ составленія производ-
ныхъ высшихъ порядковъ отъ {(ж) не наШзчается).

$ 3. Формулы ввадратуръ.
53. ФорМу/ш квадратуръ служите для вычисленія прибли-

\ жанной величины

[%> же
“'с

да случаи, когда извтьстны значет'я

даса), №1), №2); . . .г‹т„_1›‚ №,),

Черт. 10.   
 _ ` _\ |_`=\\\\\\\\\\\\\\\\\\=›.!

зі

\ —

_ `

‚и—ёР—«А Е$\\\\ \$ .

___%;

едгь 931,505”. . . ‚шп_1—рядъ возрастающиж значетій т’а про-
межуточныхъ между 5170

и тп. Свое названіе эти Формулы полу-п.
5
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тп
чили оттого, что [ДтМт выражаетъ, какъ мы знаемъ, пло—

500

щадь, ограниченную осью ОХ, кривой у:)”(т) и ординатами
послёдней, отвЪчающими абсциссамъ то и тп .Самая общая, но

зато и наиболізе сложная изъ такихъ Формулъ выведена. Эйле-

ромъ, & остаточный ея членъ изученъ Остроградскимъ. Мы огра-
ничимся лишь болъе простыми Формуламщ при чемъ для сокра-

щенія положимъ ;”(азі) = %

«Первая формула нвадратуръ» или «формула трапецій».

54. Предположимъ, что Функціи {(т) и {’(т) непрерывны,

@ Г”(ш)——интегрируемана участки, (930, ад"), и возьмемъ вс'Ё части

ш1—ш0‚902—901, . . . .:сп—шп_1 равными; тогда, обозначая ихъ

общую величину черезъ %, такъ что ;; = ' “0

і:п—1 %+?»

имъемъ [{ (ос) аа: =2 “(т) 0100.

:со 95:0 щ

Но, обозначая черезъ ср(ас) одну изъ непрерывныж перво-

образныхъ для {($), такъ что

[ №) ат =
<?

(т) и ели., ‹р'(т)=і"(т)‚ ‹р”(т)=г’ «»), ‹р’” (@=/”(%),

тд—і—ТЪ

мы имч‘земъ: [[(т) сш = (№13,- + 7!) —-
ср (ті);

“і

_ и такъ какъ по ФОРМУЛ’Ё Тейлора:
‚..

(?(азн—Ю—№.): шр’(а;.")+.1___2<р“(т)++134ф”'(ш‚.+л_т)ш‚
0

Ж”
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ТО

ші+7ъ 1

[пт) ад;= Мид + Ё/Тагі) + %*] ‚ггг’кшд—ь
л _миг. . .(23);

“72°

въ то же время, на основаніи Формулы же Тейлора, иміземъ:

72
1

№2. + %)_ {(%) = А;“ (та.) + % гг” (331. + % — и) ф: (24);
О

. 7поэтому, вычитал изъ равенства (23) произведеше (24) на,?“
получаемъ:

озд+7ъ
з 1 А

[пт)аш—№и=ігг<шд+%[(г2_дг”(ш _..л— миг,
О

ті

откуда

354—й

[Г(ш)сіт=іа№+дз_[(гг2й)1‘”(сс+Ь—Ы)6И...(25)
ті

Обозначпмъ теперь наименьшее п наибольшее значенія
Функціи ]“” (50) на участкіъш. ‘+1) черезъ т. и И‚тогда, за-
мёчая, что при измЪненіи г отъ нуля до 1 двучленъ 22—е со-
храняетъ все время знакъ минусъ, ибо квадратъ правильной
дроби меньше ея самой, мы по теоремъ № 46--го получаемъ, что

‚..|

[(гв— ‚:)/”(ш +іг—т)сіг=(т.‚М.))[аг—Мг:
0

=№ і<——%Г=—№;
0

итакъ какъ {(т.)=уі и {(т. +%): Г(т‚_._1)= 31…43,
.

_
› 5*.
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ші+7ь
то (Дас) 01%:72№—г;,(„т М.),

0%

& еды.,
@=п—1

о+?/1+З/_1___+3/2
(%:—144111, ”3 " __И(а;):іш:щу—Г _2—+‹'°-+_2__}—52(”%›Ме°)—

$0 і=0
1:71—1

у у 713%
Е(ті›Мі)

_— 0 _" __ __ ' __'—______—
_И{— +у1+у2+....+уп_1+2} 12 п

——

__}, 3/0 Ун 733” М__ Ё+у1+у2+……+у„_1+5 _Ё° т, ),

ГДЁ т и М —наименьшее И наибольшее значенія Функціи ]“”(т)
на“ полномъ УЧдСТК'Ё (50… тп), а, (т, М)—Н'Ёкотор0е среднее между

НИМИ; И ТЁЪКЪ КЁЪКЪ

7т=тп——шо,

ТО, ЗНЕЪЧИТЪ, ОКОНЧЗШЭЛЬНО

тп

[[(т)‚сіш=1д{%+у1+у2+_,_..+уп_1+у2_п}_762(_____т2о)(т(асп—М) (26)
500 

55. Въ послъднемъ равенстві; первый члвнэ— служебный:
онъ и даетъ приближеннуювеличину искомаго интеграла; второй же
членъ опреД'Ьляетъ дёлаемую при этомъ погр’вшность, въ пред-
положет'и, что вс’в ординатыуд, у, , у, ,… ‚уп вычислены точно; еслиже
сами эти ординаты найдены каждая съ ошибкой 8, то, оче-

видно, полная ошибка, которую мы сдтьлаемъ, считая

Т?(ш)02т=72{%6+у1+. . . .+уп_1+%”} . . . .(27),
900 

можетъ быть равна

м8+Ш|(т,М)(=((„а; —ш0)8+Шр |(Г‚М)\;1__‘Г2
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поэтому, если хотимъ, чтобы эта ошибка была меньше 6, то
надо % выбрать такъ, чтобы удовлетворялось условіе:

(го„ —
„> 8 + (““а",—„?“ !

(т, М)! < в; 
& такъ какъ д'Ьйствительная величина числа (т,М) намъ неиз-
вёстна, то это условіе надо заманить такимъ

(06 —т )3(тп—т0)8+"12`п2°№<е ......... (28),

гд'Ь ‹»И—шшбольшая изъ абсолютныхъ величинъ футсш'и Г”(т) на
участки, (то, тп).

Прим. 1. Найти 22 05 точностъю до 0,001.

2
1 ”Такъ какъ 12=[% и ($) =}? то ('”/[:Ъ

1

если уд, 3/1… . . вычислимъ съ тремя знаками, то въ каждой изъ этихъ вели-
1 1чинъ с Ълаемъ ошибк не > —— такъ что 8 :—_- значить олжны имізть:д у 2000’ 2000’ ’д

2 — 1 (2 — 1)3 1

2000
+

12152
' 2 <1000’

1 - 1откуда
672 < 2000

и, слід, 772 >
1—050—0

> 333, такъ что 72 > 18.

1Беря % = 19 и, значитъ, 77:Ё’
получаемъ

1 1 19 19 19 1 1 '
_

+ 0,864+ 0,826 + 0,792+ 0,760+ 0,731 + 0,704+ 0,679 + 0,655 + 0,633 +
13,175

19
 + 0,613 + 0,594 + 0,576 + 0,559+ 0,543 + 0,528+0‚518+О,250‘= = 0,693.
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Прим. 2. Найти тс съ точностью до 0,01.

1
‹1

, 1
@

‚ос 1: а:

Такъ какъ [$2 + 1
__ Агсщ1 ___—‚ откуда тс =45502 + 1,

о о

то, слід, посліздвій [ надо найти съ точностью до 4—06.

Зд'ізсь
1 _— 203 6302 _ 2

аъ=о№п=дат_5…=ъ%0г=3;;ггщ)=Г2+1№Г( =д$$5т
1_ 2

и такъ какъ {’” (ас):№70
при 'всякомъ а: на участкъ (0; 1), то, слід, {” (сс) растетъ иа этомъ участию

вмЪот'Ь съ вс, а, потому

т = ”(О): '— 2, М = Г” (1) =
%-

и, значитъ, % = 2.

1

Поэтому, вычисляя у,- съ тремя десятичными знаками,такъ что 8 = 5666,

1 1

    

б емъ имёть-
1 +——2— < 1 или _— < _—

Уд ' 2000 №№ \ 400 бп? \ 500’

О
1

откуда п2> -5—0— > 83 и, сліздч „ = 10, Ъ:—,
6 10

?!0 3/10 __
& 110{—.—2—+у1+у2+…..+у9+—_2}—-

100 100 100 100 100 №+№+№+№ _1_'_
149 164- 181

_2=ЗЁ+№+№+№+т+т №

=2 {О…500+0990+0962+0918+0862+0800+0735+0670+
01

2 7,852 : 3,1408, т.-е. 'д' : 3,14.
- + 0,610+ 0,552 + 0,250} :

5

56. Произведеніе % №5551 представляетъ, какъ извёстно,

апеціи (черт. 10), ограниченъюй осью ОХ,
величину площади тр

рямою, соединяющейихъ концы. Такимъ
ординатами у,.‚уі+1, и и

тп

образомъ вычисленіе “(@@ по формуліэ (27) равносильно за-

то

мЬнЬ кривой у: Па:) вписанною въ нее ломанной, вершины
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которой имЪютъ абсциссы 000, $1, . . . ‚тп; отсюда происходить и
само назваНіе Формулы (27): «формула трапеций».

57. Зам‘ь'чаніе 1. При примЪненіи «формулы трапецій», для
‚УМЕНЬШЭНіЯ ЧИСЛЭЪ ПРОМВЖУТОЧНЫХЪ ОРДИВЁЪТ’Ь ЧЦСТО бЫВЁЮТЪ
ВЫГОДНО УВЭЛИЧИТЬ ТОЧНОСТЬ ВЫЧИСЛВНіЯ КЕЪЖДОЙ ИЗЪ НИХЪ;
напр., если бы въ 1-мъ примізр’ь № 55-го мы вычисляли бы ординаты съ
4—мя знаками, то для опред'Ьленія % получили бы условіе:

1 +——1 2<——1 ил.и
1 < 19

20000 12п2 \ 1000 бп? \20000’

откуда „2 >$ > 175 и, слід, ” > 7% = 13‚. . . .

т.—е. „ = 14.

Съ тою же ц‘влью уменьшенія числа промежуточныхъ орди-
натъ часто можетъ быть полезно предварительно раздълить
полный участокъ (шо,:сп) на нёсколько отдёльныхъ и къ каж—
дому изъ нихъ прим'Ьнить самостоятельно «формулу трапецій»;

З
напр., е.сли бы для нахожденія 13, т.-е. [(;—Ю съ точностью до 0,001 мы примЪ-

].

нили бы эту Формулу непосредственно, то, вычисляя ординаты _съ 4 знаками,
получили бы для опред'Ьленія % условіе:

3—1 , (:*—Юз 1 40000_ _. _ 220000 - 12п2 <1000 …… ” > Т7 > 1481,

Откуда п; = 39. Такъ какъ это число велико, то мы примёнимъ равенство:

за{:
тогда, вычисляя каЖДый сдагаемый интегралъсъ точностью до

22
.’Б

.
‹1;+›5318

'*'—_аю

&

ю‘—чсо

1№, получимъ
сдЪдующіерезультаты.

и ‹)1) Такъ какъ на участкі (1; 2) имЪемъ, что для функціи (%> или Ё;величина, е/И= 2, то

2—1 (2—08
9 1 1 9_ __ . _, <_ < _—20000"‘

12п2 \ 2000 ”л“
бп? \ 20000’
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откуда, ' п2 2 10$ > 870, т.-е. % = 20,

2

ипотом [Ё—і{і+%9+2—О+ +ё+і}—у :::—202 21 22 39 4—
1 _

'

= %) {0,5000+ 0,9524+ 0,9091 + 0,8696+0,8333+0‚8000+0,'7692+0‚7407+ +

+ 0,7143 + 0,68%+ 0,6667 + 0,6452 + 0,6250 + 0,6061 + 0,5882 + 0,5714+

+ 0,5455 + 0,5405 + 0,5263+ 0,5127 + 0,2500;:
18’50508

: 0,6928.

2) На участк'в (2; 3) для Функціи %}
им'Ьемъ с/И =—і-‚ & потому

3—2 (3—2)8 1 < 1
…… №>20000_1250__46/ 9.48_ 27" ’_—

20000
+ пп?" ? \ 2000

 
откуда ,

п = 7

3
аэс 10,5000

_7_ 1+1+1+1+7+0‚зззз_
2 +15+16 17, 18 19 20 2

“и, слід, [; =
—7—

2

‚_ {0,2500 + 0,4667 + 0,4875+ 0,4118+ 0,3889 + 0,3684 + '

"|[—  
2’8300

: 0,4057.+ 0,8500 + 0,1667} :
Значитъ 28 : 0,6928 + 0,4057, т.-е. 13 = 1,099.

Зам‘вчаніе 2. При освобожденіи въ № 54—мъ остаточнаго

члена Формулы (25) отъ знака интеграла можно, да случаи,

когда Г”(ш) сотраняетъ знака на, участки; (502.3 ті+1), вынести

множитель 252 +15 его среднимъ значеніемъ за знакъ интеграла;

поступая такъ, и обозначая при этомъ черезъ 60 н'Ькоторую пра-

вильную положительную дробь, получимъ:

Юі—і—Ъ: 1

[Г(т)‹іт=ід35—Ё2№ +Ё<еов_е„)[г”(ші+ь—ЫМд:
0ті

1

2.
. в 1—е:тііёіэіі—тДТ—щ _{’(ші+И—т)=

0

° ‚'
—— 6 != ;&

%
+2?!

+1 __ 122
0о (1

2

0) [[ (ші+1)__ ][" (%)],
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«:,-+%

т.-е. ] {(сс) ет: 72 №+ Ві,
371'

при чемъ, такъ какъ [60(1 —60)]„„„_= %,

то
‘

&= —е‚. %Ё[/’<ш‚.+1›—г'‹т‚->]‚

гд'Ь 61°
— нёкоторая правильная положительная дробь.

Предполагая теперь, что /'”(т) сохраняетъ знанъ на всемъ‚участиіз (то, тп), т.-е. что { (ее) на нема либо все время раететъ,
либо все время убываетъ, получимъ:

а:“ ‹

[[(ш)‹іаз=ід{%3+у1+у2+. . . ‚+уп_1+у_7”}+В. .(29).
370

при чемъ

і=п—1
2 і—2_—п—1в =_; 05% [г’‹ш‚.+1›'—г'‹т‚-›1= -— @@ [г’<т…›—г’‹т‚-Л‚1:0 і=0

гд'Ь 6—число, промежуточное между вс'Ьми Зі, т.-е. Э—щоа-вилъная положительная дробь; д'Ьлая приведеніе, находимъ:

в=е%”[г’(т„)—г'(ш„)]. . . . . . . . . . .(ЗО). 
Это выраженіе во многихъ случаяхъ значительно удобнёе,

ЧЁМЪ выведенное въ №. 54—мъ: во-первыхъ, въ него входятълишь два нрайниж значенія первой производной отъ {(./л), т.-е.
условию коэффициента касателъной, такъ что о величитъ Влето составить иредсташеніепо графику кривой у = ;” (а:); а во—
вторыхъ‚' часто величины []”/(сс)] меньше тахішиш’а вели-
чины

] {”©/с)] на томъ же участкіз.
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Приміръ. Найти 12, т.-е.
"`—6%

съ точностью до 0,001. Такъ какъ {’ (а:),

1

1
т.-е. _; на, участие!; (1; 2) все время растетъ, такъ что Г” (ас) все время > 0,

ТО число 72; ЦРОМВЖУТОЧНЫХЪординатъ, ВЫЧИСЛЯЗМЫХЪ СЪ 4 знаками, опре-

дЪлимъ изъ условія: 1 1

2 _— 1+(2 —1)2 ‚ ‚ 1 Т _
”4— 19

20000+ вп? ['с … {@] < 1000
”" 8п2 <20000’

откуда и? > %, т.-е. „ = 10.

Если {"(ш) на участкЬ (900, т„) М'ЁНЯЕЗТ'Ь знакъ, т;—е. кривая

у—_ [(т) мтьняетъ направлвт'е своей вогнутости, то надо этотъ

участокъ предварительно разд'Ьлить на такія части, на каждой

изъ коихъ {” (ш) сохраняетъ знакъ (точками перегиба помянутой
кривой).

Формула квадратуръ Симпсона.

59; Предположимъ, что число _частви участка, (яго, тп)—
четное, т.—е. % = 275; что опять

_ _ _ __ _ __ _а52д—т0_
501—500—902 т1__....__ 21; $2,‘__1__1а__———2К‚

и что функціи [($), ;” (аз),)(Г”(ад) и {”(т) непрерывны, („”” (аз)

интегрируема на участки; (сво, “521; ; тогда, можемъ написать, что

$51: і=70—1 $2(і+1)

иш) да: =}; )да;) аш.

то ' і=0 5021;

Но, обозначая опять черезъ ?(ш) одну изъ непрерывнышъ

первообразныхъ для [($),

такъ что “(шМт: Щас), откуда <р’(ав) = {($), чэ”(т)=/"(аз)‚....

а+7ъ

мы ‚иміземъ: “(сс) 0160 = (9 (и + Й) -—
<?

(а),-
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& такъ какъ по формуліэ` Тейлора:

! 702 п ;&3 ///90(@+ід)—ср(а) =ігср (а) +519 (“)*—ЗТ“? (а)+

да
1

+Ёср”(а)+4 ![шща +1» __ мм;,
0

а+7ь
то []”(яз) 03:13: 72/'(а) + Ё/“(а)+ Ё,“ (а) +

1+ Ё ($) + Ё [ ;4 ‚ти +12_ т) 0115,
0

@ а—Ь
2`иточнотакгьзаке [[№№: __“(тжіт = 721%!) —Ёт{‚(а)+

а—Ь а
.

17218 / 724 / 735+т7’(а)—ЩГ” (а)+4—,[г4і`”(а—Ь+іщсгг.
0

(Это разложеніе получаемъ изъ предыдущаго замъною ;&на —Ь Н перемъной заТ'Ьмъ знаковъ всЪхъ чЛеновъ). Складываяэти два равенства, находимъ:

а+7ъ

[Г(ш)сігс= 2Л/(а)+ 2Ё/„(щ+Ёг$4[/П(а+72—Ы)+а—Ъ

+ {”(а_]; +, т)] ш: ........... (31 ).

Подобнымъ же о_бра'зомъ

54
1

3! [ г3/1‘(а+Ь—т)ш
0

Г(а+12)=і°(а)+ізі"(а)+Ё{” (@)—ь}?Г”'(а)+
.и .

' {(а—ЬЁ/(щ—ьг’ („)+ ‚Ё ;” (ф—; ‚“” (а)+
3—4[$8 {”(в—мт) аи,
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откуда Г(а+%)+/`(а—И)=2і`(а)+2Ё/”(а)+

+335 [#Чш+м_щ44“ш_а+т№и
% .

ПОМНОЖИВЪ ЭТО РЁЪВВНС'ГВО Нд ? И ВЫЧТЯ ПРОИЗВЭДЗНЮ ИЗЪ

(31), получаемъ:

а+7ъ

[№) ат ——
1;— [№ + %> + па— %>] = гта) +

а—іь

5(Ё_ %) “МУШ + ;& _ М) + {"Ца—И-‚і—МЛ 0% . . (32);

и такъ какъ двучленъ4Ё—Ё сохраняетъ, очевидно, знакъ ми-

нусъ при измч‘зненіи 15 отъ нуля до 1 (ибо величина, степени пра—

вильной дроби тЪмъ меньше, чЪмъ выше ея показатель), то, при-
М'ЁНЯЯ теорему № 46--го и обозначая при этомъ черезъ т и М
наименьшее и наибольшее значенія Функціи {”(т) на участк'Ь
(900, 93%), находимъ:

'

 а+7ь

“(@@@ =%[/`(а—Ь)+4Г(а)+і(а+7з)]+
а—Ъ

+дщмдж(%_ёщ=%пщ_т+Ц@+ 

+/`(а +И)] +(7п,—Й)Ё8Ё. ’(%—%)=%[Г(а—із)+

+4Г(а)+/(а+іе)]—3—Ё(т‚М).

Отсюда, полагая @: 0021.44

и, сл'Ёд.‚' а —— 13 =аз№ @ + И=ш2(і+1)‚
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ВЫВОДИМ'Ь:

$2(і+1)
%

№ __[Над 035”: ? [10(37%)+41?($2144)"'/‘(%,-„Л" % (77% М)
$25

д’2(і+1)
А

№ШШ [%(Щ) ат: ? („7/25 + 43/2544 + 3/2і+2) _ % (т, М)7
40%

& (шёл.,

$215 1:2]{7—1

5
т ;&

% `—_Г7Р(т) сіа::) ? (.‘/22° + 43/21'44 + 92544)_№2 (т: М):
370 $20
;&

\=Ё{(у0+4у1+у2)+(%+43/3+у4)+.. . .—|—

54.5.276 Е(т‚М)+ (%%—2 + 43/2іс—1 + узи); _ 90.2
' ,  

такъ что окончательно

$2]:
Ь

:“(туш: ? {(уо + 9215) + 2 (у2 +% +. . . . +у%_2) +
“'О

+ 4(:’/1 +уз+- ' ° .+уэд_1)’—Й4№(Ш,М)‚ 
гдіз (т, М)——ніжоторое новое среднее между всіми значе-ніями {”(т) на участк'Ь (то, 50%).

60. При примішеніи этого послёдняго равенства считаютъ,что приближенно

$21:
Ь

‚\[Г($)дш=Ё{Ё/о+%ь)+2[%*—944"' ' '+у21с—2]+то

+4[у1+у3+… . .+у2‚с_1]}... . .. . ..(33)
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что и представляетъ формулу нвадратуръ Симпсона; добавочный же 

(тйд— $0)((”!,‘—1—М);&4членъ 180 опредгізляетъ ошибку, получаемую при та-
9021:

комъ вычисленіи интеграла [Г(аз)сісс‚ въ предположеніи, что всё
%

ординаты уе, у], . . . . ут: вычислены точно. Если же за каждой изъ
ниша мы дтьлаемъ поъртьшностъ 8, то, полная ошибка, получаю-
щаяся при пользовании формулой Симпсона, можетъ, очевидно,
быть равна
71,

до _то = _?[2+2(іс——1)+4Ь]8+2"1ТЬ4!(т‚М)|_
( _ 35=(т2д—гс0)8+
00—12————Ё0(2‚Ёі

|(т=М‚)[;

значитъ, если хотимъ, чтобы эта, полная ошибка была не больше а,

то 216 должны опредізлить изъ неравенства (ас —ас( В+ Ёе (21505 [(№ 
въ виду же неизвізстности множителя (т, М)——изъ неравенства,

ос — )5
(%%—$0) 8+(

1230 (22:51)!
044 < 57

гдіз «!$—наибольшая изъ абсолютныхъ величинъ функціи {”(аз)
на участки) (то, 517%).

Прим. 1. Вычислить 12 съ тоттостъю до 0,001 по формумъ Симпсона.

Такъ какъ 12 = [ 53%”,

1

1 24то №) = ;, т (а:) =
„‚_—5,

и, еды., (№: 04,

а потому 270 найдемт; изъ условія:

2 — 1 (2 — 1)51__ <———2000 "' ”“__"180 (270) 1000’
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Откуда 27° > 48000 > $7266 > 1’16_— 4.180

1Беря поэтому 2]: = 6 и, слід, В :Ё’
получаемъ:

1 1 6 6 6 6 61 =__ _ — 1 5002 18{(1+2>+2(8++1—0)+4(7+ 9+1_1>}=11—8‹
+0, +

12,476+ 1,500 + 1,200 + 4 (0,857 + 0,667 + 0,545)} =
18

= 0,698.

Прим. 2. Найти 1: съ точностъю до 0,001

1

Такъ какъ 1: = 4!
о

то этотъ интегралъ надо вычислить съ точностью до @, почему каждую
1изъ ординатъ будемъ вычислять съ точностью до 0,0001, такъ что 8 :№—

При этомъ

24 ( 5.734 — 1051:2 + 1_ т __ Па; _ \.Г($)_ $2+19г (а;)— ($2+1)48)7г (№) 24 ($2+1)5 ?

Зт4 — 10:1:2 + 3\! = _ `—кромъ того 1’ (а:) 24030 ($2 + 1)6

и такъ какъ корни ур-нія Зас4 — 10:132 + 3 = 0 суть @ и %, то {?(ас)<0 наГ . _
участк'Ь (();?53) и „(сс) > 0 на участкъ (3/3; 1),

а, слід, Г17(а:а:) убываетъ
на первомъ участк'Ь и растетъ на второмъ; им’Ья еще въ виду что 1’1‘Г()=24‚

{”С/ТЗ)= —
981

и {“Т (1) = — 3, заключаемъ, чтот : — %, М=24 и, сл'Ьд.‚= 24, почему число % опред'Ьлится изъ условія:.

1 + 24+15 < +1 или
4 1

20000 180 (21$)4 \ 4000 0(З—2—7с)4\<б—000’

откуда №1720Ш> 1/666 > 1/2—5_—- 5

и, слід, 2]: = 6, а, Ь =%.
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Значитъ 11 = 4 .
11_8 {(1 + 0,5) + 2 (36 36) +40 52 37 45 61, _

{1,5000 + 2.1,5923 + 4.2,3682} :%- 14,1374: 3,1416,ю:?
т.-е. 7: = 3,142.

61. Зам’вчаніе 1. Какъ и при пользованіи «формулой тра-

пецій», для уменьшенія числа, промежуточныхъординатъ можетъ

оказаться выгоднымъ, во—первыхъ, увеличивать точность вычи-

сленія каждой изъ ниша, & во-вторыхъ, дмитъ предварительно

участокъ интвэрироват'я на части % заттьмъ на каждой изъ

нишъ примтнятъ формулу Симпсона самостоятельно.

Прим‘връ. Найти 15 съ точностью до 0,001.

5
‹;

Такъ какъ 15 = [ {,
1

то, примЪняя Формулу Симпсона непосредственнои вычисляя промежуточныя

ординаты съ 4 знаками, получили бы, что

 %: гп (1) = 24

5 _- 1 (5 —- 135 1 46 1

.
__ __-—_ <_

“› сдъд’ 20000
+ 24 180 (2704 < 1000

…… 30(27о)4 \ 1250’

4 125.46 ——

откуда 210; у 3
> 81/41 > 48,

т.—е. 270 = 50, что чрезвычайно велико. Поэтому пишемъ, что

2 Ба
15=[ +]Гі%

1 2

и дальше поступаемъ слЪдующимъобразомъ.

81%

1) На. участк'Ь (1; 2) им'Ъемъ, что

ж= гп (1) = 24

2 _ 1 (2 —— 1)5 2 9
_ . ___—_- —— _, <‚,

14, слід ‚ __20000
+ 24 180 (%):; < 2000

ШШ
1512104 20000
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откуда
27‘911/4—320:і/№ > 1/296 > Ъ/Ё > 4,

2дт_1 1
1 26+Ё+4 6+6+6}_ипотому ‚";—Ё{ +—2->+ (Ё 10 7 9 11

1

772= % {1,5000+ 2.1‚3500 + 4.2‚0693‘ : 12’38
= 0,6982. 

2) На участк'Ь (2; 5) имЪемъ

24 3И4=Г17(2):Ё›=Т’

5—2 3 (5—2)5 1 … & <_7_почему № + ? _180(2]с)4 \ 2000 80 (2/04 \ 20090’

27021/Ё—84>3Ё/36—31’_6>6‚откуда
7

5—2 3т.-е.
.

2%:8 и,слі'‚д., ”=Т=Ё’
1

2
8 84—3 +4 8

—8—+ 55+ёё 34 19+25+
01.1:а потому [я: =—Е1З—{2—+—5

2

+8 +8 1

+3—1+3—7 =Ё{(о‚5000 + 0,2000) + 2 (0,3636 + 0,2857+ 0,2353) +
+ 4 (0,4211 + 0,3200+ 0,2581 + 0,2162)}=%{‚07000+ 2. 0‚8846 +
+ 4.1‚2154` : ЁЁЁ : 0‚9164.

Поэтому 15: 0,6982 + 0,9164‚ т.-е. 15 = 1,610.

62. Зам’вчаніе 2. Если [”(т) 'сооораняетъ знать на всемъ
участки; (0—0, 04—72), то при преобразованіи остаточнаго
члена Ві равенства (82) въ № 59 можно вынести за знакъ ин-

. $4 $8теграла среднимъ значешемъ множитель Т_Ё'; при этомъ,
обозначая черезъ 6 нёкоторую правильную положительную
дробь, получимъ: '

П.
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‚..

в.: ”?(ё_?”[гт(а+ь_ш)+г”(а_л+лдлег=3!
О

=Ё—Ё3°4Г4———°31‹—/”’(а+7е—т)+г”’<а—іъ+ігг›}= = % 804;
463 {%!/‚(и + 72)_ [”Ж“—”)};

но, полагая, ср
(6) _=_ —— (364 —— 463),

имёемъ:

;Не); 12 (62— 6“), ?” (6)_=_12 (26—369) и ср”’(6)Е24(1—86),

такъ что- ЩО): 0, ср” (0) = 0 и <р”’(0)= 24 > 0,

'в ф'(1)=0‚‹р”(1)=——12<0‚

откуда слёдуетъ, что ср (6) на участк'із (0; 1) растетъ вмёстё съ ‚6,
_

при чемъ [в (ОЛ…. = ср
(1) = — (3 —— 4) = 1;

поэтому можемъ Положить %* — 463 = — (Зі,

гд'Ь Оі— правильная положительнаядробь, и тогда получимъ, что

В..= 341%— {{”’(в+1з)—Г’”(а-—л)}.

Предполагая теперь, что {”(ш) сохраняетъ знанъ на всемъ
`/

участн‘в (сво, %%), т.-е. что ;“ ’(ас) на нема либо все время растетъ,
либо все время убываетъ, им'Ьемъ:

’5=7б—1 тгі-п-з

№)№:} [№№—— ?№0+уж +

+ 2 (у2+у4 +....+у2‚с__2)+ 4(у1 +13++ %);—1); + В,



___83_
і=іс—1

при чемъ В=—Ё $26. [г’”(аз2‚+2)——г’”<ш„)]=
і=0

і=7с—1
№4 т М_4!22 [’Р((ш2і+2)_10 (37«”да,-№

73:0

т.-е. В=Ё; {/”’(а;то)— ”(%…->} .(34), 
гд'Ь О—нгькоторая правильная положительнаядробь (средняя
межлу всЬми 6).

Эта, Формула, на практик'із во многихъ случаяхъ можетъ
оказаться выгоднёе выведенной въ № 60-мъ по т'Ьмъ же при-чинамъ, какія указаны въ № 58—мъ, только въ еще большей
степени; при этомъ если бы [”(т) на участкъ (то, ты) оказалась
знакоперемённой, то надо его предварительно разбить на такія
части, на каждой изъ коихъ эта. ['” (аз) знакопостоянна.

Приміръ. Найти тг съ точностъю до 0,000].  1

Такъ какъ 'д' = {[ 2
0

1и, полагая {(Ф) Е
‚„в—+1?

24(дд_ $8) 5504 — 10а:2 + 1. т = 13…  ̀такъ что {”(т) на участкё (0; 1) міняет'ь знакъ при т=1+ 2 5
, то прежде5всего пишемъ, что

1_ Ш
да:‚к—4

{500—01—20
Т—+ 1+ $2 + 1 ’

1
275_

5

и дальше поступаемъ сл'Ьдующимъобразомъ.

Такъкакъ 1—2—Ёі=1—ёЁ—7=1—0‚9=0,1‚
6*
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то для перваго интеграла. пишемъ такое услбвіе:

0,1 +54
5424(0'1—018) з

__ [”(0 [П _ › ›

20000041%“… ’с (О 1>|< 80000
"л"

72 1,014 ‚ \250000’

ОТК & 70<4—9—<4-1_— Ё<іуд \ 25000 2500“ 50 7’

дЛЯ ВТОРЗТО интеграла подобное условіе ВаПИШОТОЯтакъ:

 
1 714 24 (0, 1 — 0,18) 1_ __ < —-— _

+14 31” (О 1)—Г(… \ 80000
или 72 1,014 \ 125000’200000

отк & 71<4і<4__1__< __1_<_1_уд \ 12500 4166,66.... 64,55 8,08

На, основаніи этихъ результатовъ беремъ 71:
_;—

для всего участка (0; 1)

   
и затізмъ прим'Ьняеи'ь Формулу Симпсона сразу на, всемъ его протяженіи.

Если бы поступали по способу, указанному въ № 60-мъ, то им'Ьли бы '

условіе:
,

1 15 1 4 1< ‚

200000
' 24 180 (2704 \ 40000

ШШ
3012704

< 50000
  

4 _.
откуда, получили бы, что 270 > у 222% > 76667 > 781,64> 9,03,

та…къ что пришлось бы взять 270 = 10 и, сл'Ьд., 71 = 110.

63. Теорема Симпсона. >Если въ полученномъ выше (№ 59)

равенств];
'

а+7ь ,”

„‹00—;:170—11+4г<0+г<а+01———‹тМ)
а—Ъ

предположимъ, что подъимтеералъная футщія представляетэ
ц’влый многочленъ З-ей степени:

'

{($) .=; Аша+ Вос? + 050 + 1),

т.-е. что кривая 3; = {(т)

есть парабола третьяго порядка, протодящадчерезъ тачки М„ М‘) и



1112 (черт. 11), то
'

{`” (56)Е О,

и мы просто получаемъ слідующее равенство, выражающеетакъ наз. теорему Симпсона: '

а+7ъ
площ. АДД М2В: [;‘(ссиш : %(3/1 + 4% + %)....(35).

(1—й

Такъ какъ такимъ образомъ въ этомъ случай Формула (33)
представляетъ интегралъ совершенно точно, то, с.ггЬд.‚ для
полученія формулы квадратура Оилтсона надо раздгълитъ учас-токъ (шо, сад.) на 216 равныагъ частей и каждый участонъ. кривойу: {(сс) между двумя ординатами четнаго порядка залтнитъ
параболой третьяго порядка, проходящей черезъ вершины этихъ двухъординат'Б и черезъ вершину промежуточной между ними.

Черт. 11.  
"

Теорема Симпсона, легко можетъ быть получена и безъ при-мг'вненія формулы Тейлора. Въ самомъ №№, перенесемъ начало
координатъ въ точку (и, о); ур-ніе параболы сохранитъ свой
видъ и будетъ, напр., таково: '

у=ж3+6шя+уаз+83
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поэтому

Ь

@=площ.АМ1М2В=[(ошс3—ъ— Вш2+уш+8)‹іа;=
_а

 _”[эгщвётц атм_ 2 [9—38 за]_ _ід-[эрьщз]
но

% = _осЬЗ—г-Вій—уЬ—ъ—Б, у0=3‚ у;: аИЗ—ъ—Вт’ч—уИ-ъ-З;

поэтому у, + % = 23%” + 28,

& еды., @ = % [91 + % + 43/0].

64. ВМ'Ьсто того, чтобы дЪлить кривую 3; = 1“ (а;) на части и каждую
изъ нитъ зам'Ьнять либо прямою (какъ въ способіз трапецій), либо параболой
третьяго порядка (какъ въ Формулъ Симпсона), можно, выбравъ на кривой %

точекъ, подыскать одну параболу (% — 1) ’ъо порядка: у : ‹р(а:)‚ которая прохо-
Ъ

дила бы черезъ эти точки, и затЪмъ вміэсто [Т (а:) йа: разсматривать [ср
(фазе.

а - @

Положимъ, что % выбранныхъ на кривой точекъ суть

М10171 ‚91% М2(—’02 › №№ - - . Мити › Ун),

при чемъ для общности будемъ считать $1 ‚ $2 ‚ $3 ‚. . . ‚тп взятыми на участк'Ь
(а„ Ъ) произвольно. Такъ какъ Функція ‹р (я:) должна посл'Ъдовательно обращаться
въ 3/1 ‚ 3/2 ‚. . . . уп, то можемъ ее представить подъ видомъ

А1у1+А2у2+.….+А„ут
гд'Ь А1 ‚ 1129- . . .А“ — Ц'Ьлые многочлены (% — 1)-0й степ'ени относительно :::;

при этомъ, напр., А1 должно обращаться въ единицу при ас =а:1 и въ нуль“— при
т=ш2‚т3‚....т„‚

:::—4$ т—ш „…:::—а:)
& сл'Ьд.‚ А1: ( 2” 3) (

‚п ;($1 '— тя) (“31 _ 003)- -- №1 _" тп)

ас—ас ш—ш „…:::—а:
точно такъже А2: ( … 3) ( ”)

‚ и т. д.; ($2 _ $1) ($2 —<”з)- - - 4972_ тп)
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значитъ,

: (эс—ш2)(аз—:сз)....(ас—т„) (ш—аг1)(ш—.7сз)…..(ас—а:„) у`“:”—($1 —:с2) (001 —$3)- - - 4901 —33п)311+ ($2 —$1)($2—$з)- - - 4502—9311) 2+ 
(а: —-а31). . . .(т — т„__1) ...... 36.

+
+(ссп—ш1)....(гсп—аг2)....(тп—а:„_1)у" ( ) 

Эта Формула, наз. интерполяціонной формулой Лагранжа, такъ какъ данаэтимъ ученымъ и служитъ для интерполированія, т.-е. для опредЪленія, по ні;-сколькиыъ даннымъ зваченіяиъ Функціи, приближенныхъ величинъ. ея промс-жуточныгсъзначеній.

Полагая теперь для краткости: 6 1)
- (а: — 41:2)(31 — 9:3)..„(50 — тп) - (а: — 3:1)..„(т _ ш _1)!= ‹1ш....1=_[\”`‹1ш1 ($1 _- 9’2) ($1 — {%…-($1 — шп)

_

’ " (тп _ $1)--°'(а7п_ 5571—1)
,

а
1)

мы для приближеннаго значеш'я [Г (а;) дас

а

получаемъ суиму 6' = И 11 + 3/2 @ +. . . .+у„ і„ ......‹; .......... (87). 
65_ Нотезъ (Согез), который первый уйазалъ этотъ способъ, полагалъ

Ь—а
п—1 $1=а‚тп=ь итз—ш12т3—т2=‚...=т„—шп_1=

Въ такомъ случай, вводя еще новую перемізнную— именно, полагая

а: = и + (1) — а) #,

откуда _ да:: (Ь — @) від,

и обозначая черезъ 61,62…„6п ея величины, отв'ізчающія абсциссамъ а,
@. . . .а:„_1, Ъ, получаемъ, что -

1 2 п—201:0, 622П,63:П,……6п_1=д,6": 1

и „*с—щ:[а+(Ь—а)й]—[а+(Ъ—а)6‚']=(Ь—а)(#—0‚-)‚

$й—$і=[а+(ь—а)діс]_[“+(ь_“)еі]=(ь_а)(еіс'_еі)э
асл'Ьд.,

1
1__ _ (г—е2)(г—ез)….(г—е„) : _ (г—е1)....(г—е„_1)114”

“)(!(61—02М91—°з)--ч(д1—еп)ш"“.!“ "’
“)0‹е„—е1›….‹е„—е„_1›“”’
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1   

Напр., при „ = 3, имЪемъ 61 = 0, 62 : Ё’ 03 = 1

№ 05)“ 1) Ъ. _ , _ _а,
и, значитъ, 11=(Ь—а) 0,5 @=

6 ‚
о

1
№ 1) 4 1с(г 05) ь. _ . — ‚ __ —а

12=(Ь—а)[б:5—(0‚5__1—)дш=Ё(Ь—а)‚13_(Ъ——а)[—0‚5—‹ій_6
,

0 0

Ъ—а
(3/1 + 43/2 + уз),& слід, ' Б‘=

т.—е. получаемъ теорему Симпсона;

при и = 5, получимъ 8 = %% [73/1 + 82% + 12313 + 32314 + 73/5]; и т. д‘

Прим. Найти приближенноезначеніе 22. 1Такъ какъ 12 =[ дя;
‚' 1 + а:

о

то, д'Ьля участокъ (О; 1) на 4 равныхъ части, при чемъ, сл'Ьд.‚ 4 4 4 1

91:1‚92=Ё‚93=Ё‚у4=7‚у5=_ё_‚
получимъ

_ - 12.2 82.4 7,1
8:99—063(7у1+82312+12313+32у4+7у5)=7+32

05+
903+

7+ 5:
9

__ 7 + 25,6 + 8 + 18,2857+ 3,5 _ 62,3857_
90

_
90
 : 0,6981’7.

Заміэчаніе. Прим'Ьненіе интерполяціоннойФормулы Лагранжа хотя и даетъ
результаты божье точные, чёмъ пользованіеспособомъ трапецій или формулой
Симпсона, но невытдно Однако потому, что до сихъ поръ не найдено достаточно
простое выраженіе для получаемой при этомъ ошибки.

$ 4. Опредтленный интегралъ _Еавъ функція пара-
метровъ, входящихъ въ его выраженіе.

дифференцированіеопред’вленнаго интеграла по параметру.

66. Теорема. Если функтя {(и, ос) тои всякомъ а: на участки»
Ь часи н 10 % оизводн ю № % % чемз оби; эти(% )имтетъ гг; 10 у „„с ‚ 10
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функш'и интегрируемына помянутомъ участки„ и если Па:, о:)
непрерывна относительно а: около а; = а и около 50: Ь,

ь
то [ [(и, ос) №:

представляетъ тъкоторую непрерывную функцію числа ос, причемз у нея существуетз производная, которая за самомз общемъслучть — когда и и 6 сами зависятз отъ ос — опредтляетсяуравненіемз :
1) 1)

а
‚ аь … а(‚‚—“[Для,а)аш=[д’°{+$°°аш+№,а)д—№‚«>07:. . .(38).а а 

Дёйствительно, мы имёемъ, вообще говоря, что
Ь

то:, ее) ага: = №, 6, а),
а

дР дР (і!) дБт да

Ь.

@ ‚‘аСЛ’ЬДч а[/(Ё‚Щ)ЫЙ=Ё+ЭЁЁЕ+ЪЁ‹Ё-......(39).“
Но ужё было доказано, что если [(зима) непрерывна отно—сительно аз около а: = а и около ас: 6, то '

ь '

Ъ
'%[дтитг—і’фщ) и %[Г(т‚т)№=—Г(щ°0 (40);

сл'Ьд.‚ осТается найти лишь производную по ос, явно втодящему,& для нея имйемъ:
‹ :,

Ь

дР ]іп‘щ “"'АцМт—ігщашт
д;_=Пред.

‹» а 
А“

Ат....О
Ь; [№, ‹: +Аа) — №, «)] аа:

‚Ао:
Аа.…0

 = Пред.
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ди такъ какъ по условію {(и, ое) имёетъ конечнуюд—‚ такъ что и, сл'Ьд., 7С(‘°*°‘+АА°2—Г(тв°-)=дГЁт)+г‚

при чемъ Пред. (Е)Аос….0 : 0,

ь

… — =
{у [—+ г] „„„}М „

=
‚ а

‚ Ь

=[д__і°(т‚«)Сіш—і—Пред.
[Ёасіаз1М О=у№сіш (41),

„
Ъ

ИбО Пред. ([ “ИФА“ 0
: Пред' [евр

(Ь_ а)]Аос....0
@

О.

Изъ сопоставленія равенствъ (39), (40) и (41) мы и полу-
чимъ (38).

Въ частномъ случаё, когда @ и ?) не зависятъ отъ ос, полу-
чаемъ просто

@(№, ос)сі:с=_(д—г;°°)сіш‚ 
т.—е. для дифференцированія по параметру интеърста 03 по-
стоянными предіэлами можемъ дифференцироватьподъ знакомъ ип-

теграла.

67. Посл'Ьдняя теорема иміетъ весьма важное значеніе,
такъ какъ, во-первыХъ, даетъ правило'дИФФеренцированіяФунк-
ці‘й, выражаемыхъ опред'Ьленными интегралами, &, во-вторыхъ,
позволяетъ вычислять величины многихъ опредіэленныхъ инте-
граловъ на основаніи величинъ другихъ подобныхъ интеграловъ.
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Напр., мы пмёемъ, что  при всякомъ ос > 0; +19 + ‚.я Я

кром'Ь того. при такихъ ос Функція сс“ непрерывна на. участк'Ь(О; 1), также какъ и всё ея производныя по а,.ибо

(од“); = а:“ [т, (а)“): = #0113)”, . . . ‚(ад“)ё") = я:“ (И)".

Поэтому на. основаніи послёдней теоремы посл'Ьдовательно

1 ,
получаемъ: [ аг“ [шаги = <—) =

0: + 1 а0

1

1.2
!$“(1ш)2сісс=т‚
1

а 3 __ 1.2.3
!$ (да;) візи— —т›
...-о.. ооооооооооооооооооо
1

1.2.3... .
[519%150)"6193 = (— 1)п(ц+`1)п_'_?'
0

Полагая же ос = 0, получимъ, что

;(дт)"огт=(—1)"1.2.з. . . ‚п
0

и, ели.,

1
… .

1
‚_

_1 ‚ .
,

[2Мш=— ], [(2т)902т=1.2‚ [(гт)3сіаг=—1.2.З‚. . . .
0 О . 0
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68. Изъ предыдущей теоремы не трудно вывести и ‚пра-

вило дифференцированія по параметру >для неопредізленныхъ интегра-
ловъ. Въ самомъ №№, мы знаемъ, что`

[№, «№ = [№, «) ат—ъ- (№),

гд'Ь а—постоянное число, & 0(ос)—произвольна‚я Функціячислё,
а:; отсюда -

а: 50д д '
! осд[/`(т‚о‹)‹іт=д[і(т‚а)оіаг+0(а)=_[д70$#°:)сіт+01(ос)‚

(1 а

гді; 01(а)——тож›е произвольная Функція числа ос`; & еды.,
д д ,
Щ'ГГ($‚ос)сіт='ГНд—Ё°°)сіш.

Прим. Им'Ьемъ:

він оша  .
'

сов оса:сов штат: + 0,
[8111

«тат: —
и + 01;

стыд.,

. ост сов оша — зіп оса: , ош: він ош:+со'в«ас ‚— швш ашдаг =Т_Р 0, азсозатдт=Т +01 .

Повторное интегрированіе функціи одной независимой переміэнной.

69. Положимъ, что намъ извізстна, {(”)(ас); напр.,

:‘(”) (03) Е с№);

тогда, очевгщно: [("—"’(аз)= [ср (50) 02:13 + 01’,

‚(„—2) (ш):[ П? („„„)„] (%+
6'1’50—1—02’:[ ат[ ср (ас) 03$+01%.с;,

оооооооооооооооооооооооо совоооо-ооовоооооооооодо

Г(т)=_[сіт[№з„„ [СР (ш).дш+01‘тп—1+02ш„_2+….+ (];,
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при чемъ число интегрированій въ посл'Ьднемъ выраженіи равно
%; короче, и вм'Ьст'Ь съ т'Ьмъ Ясніе, его обозначаютъ такъ:

[ ‹р (50) ж
и называютъ интеграломъ п-10 порядка отъ функціи ?(аг). Такимъ
образомъ, если

{(п) (56) Е ‘? (т))
ТО

т—ъ—С'п—1 п’[(ш)5[‹р(т)сі_т“+ 01$"_1+02$"_2+. . . ‚+0
гд'із 01, Оз,. . . .О“ _произвольныя числа, такъ что функции,

\ имтьюще'я одну и ту же производную п-го порядка мазута от-
личатся друга отъ друга шьлымъ многочленомъ (% — 1)’ой сте-
пени, и только има.

- Прим. Если — і’” (Ю)Е% + віп 2:8,

ТО

ПМЕ! {% + він
2$}

сішз =[сіш2]`(%+зіп 2$) да::

:нш— °°°22т+ 0) №
=_[фэс [(ш— °°522т+ 0) сш:  

сов 2:1:  '
. 2

.=]. {$150
—ас—-

81Ц42$+0ш+02}
да::

%-
(21т— 3+2С)+ + 023+ 03:

$2 1:1: сов 2:1:2+8 +01т2+02т+03.

70. Отыскивая Функцію по ея п’ой производной, можно п—кратное
интегрированіе замёнить одиночнымъ,разсуждая сліздующимъ образомъ.

Во--первыхъ, очевидно, что вмісто неопред'Ьленныхъ интеграловъ можно
ввести опредізленныедт—е. написать, что:

а:);[сіасшгатГ--59(ш)оіш+01т"—1+02ш“_2+.„+0…
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гдъ число а выбрано такъ, чтобы на участк'ъ (а,:с) Функція ‹р (а:) :! всі; ея
посд'Ьдовательныеинтегралы были непрерывны.

А во—вторыхъ, полагая

 

а: .1:

р=[ч›‹т›аш=[ч›‹г›аг‚
@ а

:о л: ас
_:п

а:
иміеиъ: [йщ[ф(ш)а$=_[р‹ісс= рш— шар;

а а а а а

а
и такъ какъ (рт)$=а=а[ф(г) (12:0 и @=р_‚,',сіш=‘ф(.т)01а:,

а

:: а: а: а:
то [ф(а:)с1т2=р:с—'[шф(а:)о!а:=т[ф(г)аіг—]`гф(г)сіг=

а а а и

Ю $ $

=[шф(г)аг—[:ф(г)аг=1`(ш—г)‹р‹г)аг.
@ а “

 

а:

Точно такъ же, полагая 9 =[рат,
‘

а

«: гс ас а:

находииъ [ф (ас) йтз =
_"

ада: = 9.1: — [тім
а а а а

а
до

‘

(9$)а:=а: “[Рад’=0
@

И
(В

{В

@ =д—і [[<ш—г›ч›‹г›аг вгт=
{пш— г›ф‹г›1‚=т+[ч›‹г›аг}@=

а а
а:

=„ ‹р (г)
аг} аа; =р01т;

а
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слід,

а: а: ад

2
[‹р(сс)'сда:8=щ——[$рсі:с=тірдш—[рсі%:а а а «

::;
2 2

а: а: а:а: гс $2 $2:тУраіт—ЬЁ-ь Ёдр=а:].(ш—г)ф(г)дг—Ё[ф(г)дг+[5-‹р(‹с)сіа:=
@ а а @

ас а: со
2 2

=[ш(а:—г)ср(г)сіг—[%‹р(г)а!г+'[%ср(г)сіг=
Ё“ а @

_[232—2т1г—а32+г2
(а:—№424?Миг)

Отсюда. по аналогіи заключаемъ, что вообще

а: _ —1!№№!“ЁЁ?„_№2„ .

и чтобы уб'Ьдиться въ справедливости этого равенства, прадифферевцируемъправую его часть % разъ по а:; обозначая ее черезъ фф:), мы при этомъ, на.основаніи № 66, получимъ:

‚ _ (:::—г)": (ш—г)”_1
`[’("’”)=|:12.…11)ф(,‚г):,_„д+.[дкс 1.2..„(п—1) “гиг:

“
‹ )“ 2:::—г _= тг?»“(№

а

„ (ш—г)”—3 д (:::—ДР“?`“(”)=[1.2.…(п—2) „(Гуй 1.2...._(п—2)]‘Р(га”:
66

$_ ‘ш—г)"_3
=[1.2....(п_3)°р(г)дг’

и т. д.,
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т

фт—З) (а:) Е [ (ш — г) Ф (2) да:,

а

ф("—1)(ш)Е [(а: — г) 9 (г)]„ы; + [ ‘? (г) № _:— [ Ф (2)

а @

№ (ас) ;. ‹р (со)-и, наконецъ,

Такимъ образомъ   
  

 

 

а:_ (т—г)” __
Г(а›)=[1_2п(п:1)і(“)(г)‹іг+01т" 1+03ш"—2+. .. .+0„_1а:+0„.

&

Прим. Если ]“” (а:): ——+8іп 240,

то
а: _

т— 9 1 .

{(т)—ЕУ 1.22) (—+51п22)ёг+О’1ас2+0’2а:+0’3=
1

т
2

а: ав

сс

=[Е(—+віп2г)аг—[т(1+явіп2г)аг+—[(г+гдвіп2г)сіг+
1 1

а: :о
'

2
.

+0'1ш2+0’2т+0’3=Ё—'{&'—00822
_

{
_гсов2г+вш2в +

2 2 2 4
1 1

т
1 г? г? сов 22 гвіп2г соз2г ,

__ ___—__ __ __ 2 ! ‚___.

1

_Ё1т_:::Зсов2а:_т2+ас2сов2т_твіп2т+Ё_т2соз2ш
тзіп2аз

"2 4 2 4 4 4 4
+

2
"В—_В”

(‚__—0882“;+ 01 $2 + 02 и: + 03.сов2а:+———-+О',’т2+02'т+0'3’= 2

Интегрированіе полныхъ дифференціаловъ.

71. Положимъ, что имёемъ двучленъ

Хоіш-і-Уоіу. ..... .(42),
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въ которомъ Х и У суть Функціи независимышз перем'Ьнныхъсс и 31, при чемъ Х ИМ'Ьетъ непрерывную %, 3, .У ищёетъщепрв—рыжую да;; требуется найти такую функцію 17 (а:, у), полный
дифференціа/гъ коей решена двучлену (4.2), тнг..

(ПТ: Хсіаз—і— гау.
Такъ какъ въ то же время 0217:

%%сіа;+ Ё—Зсіу,

то, (шёл.,
Ё—Зсіт+%]сіу=Хсі„/с+ Усіу,

`при чемъ это равенство должно существовать при есякижагат ау,ибо _т и у—независимы и, стыд., ихъ дафференціалы произ—вольны; отсюда заключаемъ, что

(317 дБХ = “($7 :
б:; ............. (43),

дХ д2 Т] дГ д2 0И, СЛ'ЁД.‚ Ё—дгдз/ Ё—дуТш’

дХ д?и потому
@ = % ................. (44).`

- Это равенство представляетъ такимъ образомъ условіе, необ-ходимое для возможности задачи; докажешъ, что оно и доста=точно, для чего, допустивъ его выполненіе, найдемъ Функцію Пна основаніи равенствъ (43). Первое изъ нихъ даетъ:

П=_ГХсіт+<р(у)‚

. дХгд'Ё а—любоечисло, выбираемоелишьтака, чтобыфункции Хи
д—убыли непрерывны относительно а; на участки; (а, а;); поэТому,. п. =

7
'
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и на, основаніи № 66, имёёемъ:

дп д
% $дх

д—у=@[Хсіш+ср'(у)=[Й01ш+ср’(3/)
а и

или, всл'Ьдствіе (44) и втораго изъ (43):°

{С
ду /

У=уйёт+<р (у);
а

обозначая червзъ Уа значет'е У при т = а, получаемъ:

У: У— Уа+ф‚(у)‚

откуда <р'(у): Уа

?!

и, (:Л'Ьд.‚ ср
(у) = [ Уа оду + О,

- ь

гд'Ь Ъ—любое число, выбираемое лишь тат, чтобы 17а было

непрерывно на участть (Ь, у). Такимъ 06разомъ,

% у

{!=[Хаш+[13ау+с..… ..... (45).
@ Ь 

?!
Прим. ОПТ: (200 зіп Зу + —.————-вш а: сов а:>дас

+ (8002 сов Зу + 1 $3 ас) ау.

Такъ какъ
у ’ 1

(2$ він Зу + ___—> : ба: сов Зу +_— : (За:2 сов Зу+1ъ3т)д'с,
віп а: воз ас у зіп ос сов «:

то П:
' ?!

. у 37:9 _
(200

5111 3у+ він из 008 аг) 0150 +]. 16
соэ Зуду + С __

0 _
”‚_—3%

8»! ?!

(шйзіп3у+у2с5ш)+п— віп8у+0=ш28іп3у+у1ъ3ш+0.
 

2

16
_71

0 
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72. Положимъ еще, что ИМ’ЁеМЪ трехчленъ

&:&—|— Усіу—п—Иоіг. . . . . . . . . .. . .(46), 
въ которомъ Х, 17, 2 суть Функціи независимыж перемённыхъ’ ш, ‚ г, при чемъ на совокупности участковъ (0,0, яз), (60, у) и(00, г) Функція Х имёетъ непрерывныя частныя производныяію @; и по г, Г—по @ и по яз, & 2—по аз и по у; требуется,найти функцію У (а;, у, 3), полный дифференциала которойравняется третчлену (46’).

ИМ'ЁЯ въ виду, что въ то же время
дУ дУ дгсіУ_ жда: + @сіу—я—д—гсіг,

`
и что сйт, сіу, 032 произвольны, ибо т, у, ‚г — независимы, заклю-чаемъ, что

д7 д17 д17Х—Ё‚ =Ё‚ 2:72,
И КЪККЪ д27_д27' д2У_д27 д27_д27-та’ 8”

дудг—дгду’ дгдгс=дшдг’ дагду=дудас’
-

д17__ дг д2_дХ дХ_д17то, значитъ,
дд =Й’ Ё=д_5’ &=& .......... (47);

такимъ обіэг’ьзомъ, эти равенства представляютъ условія, необхо-димыя для того, чтобы сумма (46) могла быть полнымъ ДИФФЕ-ренціаломъ. *

Докажемъ теперь, что эти условія и достаточны, для чего
. дУпредположимъ, что они удовлетворены; тогда, изъ ур-шя Х_—

да:получаемъ:
$

7:1'Хсгшч- [Лу,г)
и, опц., (см. № 66),

а

„ эс
ас

У=%Ё=%[Хаш+ддд"гг>=[%аш+д”+3@=Ё—Ё’ат+№‚„ а
@

’;‘*
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т.—е. У: У— Уа+№г .'.......... (48)

ГДЁ 1‚‹1='Упри:›3=а;
ТОЧНО такъ ЖЭ

д17 д
60

дП( ) тдХ дП( ) ЮдИ дП( )__ _ 3/72 _ ^ Уре _ ЩИ—Ы—ЫХЫ +——дг“[Ё‘і“+"_.д; _ 55619” дэ ’
(1 а а

т.-е. 2=2—2а+№‚............ (49)

гд'Ь Иа: ИЦРИ т:“.
Изъ (48) и (49) выводимъ, что

дП(?/‚2)= 17 И ду(узг)=2
2:

 
ду а д а?

т.—е. від: Уасіу—і—Загіг;

. д' 02 ‚И ТЗКЪ КЗКЪ ПО УСЛОВ1Ю —— 3— при ВОЯКОМЪ % ’Ёдг ду . ›

дга _ дзаТЗКЪ ЧТО И
Зё—

—
д—у7

то, на основаніи предъидущаго №3, заключаемъ, что
- 2

П:?Уасіу—і—УИаьсіг—і—С,
!) с

ГД'Ё 20Ь=2приш=щу=Ъ3
‘

а: у г
аслъд.‚ П=[Хаш+[гасгу+[2адаг+а

а ?) с 
Не трудно обобщить эту Формулу на случай % независимыхъ

перемънных'ь. _
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Прим. !. Проинтегрировать сумму.

(у+г)с!т+(г+ас)ду+(т+у)дх.
Такъкакъ Х=у+г‚ У=г+ти2=ш+у‚

Ё_дХ дГ д_1’__д2_д2“
@_ё=ё=ж—$—@=д

т.-е. условія (47) удовлетворены;поэтому
я: у г

Л:!(у+г)дт+[гау+іго.дг+ О=(у+г)сс+гу+0=уг+г:л+ссу+0.0 0 0

Прим.“ 2. Для суммы

3332 + 1

:]
(“+ 522 а:

@ + 10312 2:1:
&ш3+буг2 у+2г ‹

шЗ—г—бугЗ (у+2г)9 у
шЗ—і—буг?

_
(у+2г)2 г

3а:? 1 522 гоЪм :\ ` =`—`им еъ
ш3+5у22+у+2г’ 17

т3+5уг2 (у+2_г)2’

 
2 _ 1Оуг 2$

__
11:3 + буе2 (31 +— 22)”слід,

дУ_ 10 ($3 + 53/22) г _ бОугЗ 4.1; _ 105с3 2 4:0 - _ 132д`; _ ($3 + 53/22)? "' (у + из _
($3 + буг2)2"' (у + %):-З

_
@ ’

д2 _ — 30т2 уе 2 __ дХ% _
($3 + 5у22)2 (у + 22)2 _ Ё,

дХ_ —15ж222 1 “_дУ_@
_

(3:3 + буе?)2 (у + 25)2 _ &’поэтому
.

$
усі гс?_ 3$? 1 у '2 ‚_ в 2Н_[{№+№}дш+[3; +212 +0 _у+2г+№с +5уг )+0.0

1 1

73. Зам‘вчаніе.Если заданъ не полный дифференціалъ функ—ціи, & лишь нЪкоторьхя изъ ея частныхъ производныхъ, то Функ-ція ищется непосредственнымъ интегрированіемъпосл'Ьднихъ. ‘

Прим. Дано, что

2

Зё=т2+у2зіцш и %=—2совт+2у.
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Первое изъ этихъ равенствъ даетъ:

.

.

$3и: [(№+у2 вш ас) дас + ‹р (у):Ё —у2 созас+ср (у);

ди д2-и

 
отсюда

53;
= — 2у сов в: + ф’ (у),

5372
= — 2 008 00 + Ф” (3!)

и, сліздч Ф” (31) = 23/7

откуда ‹р’(у)=у2+0‚ & Ф(у)=%3+0у+ 01,

апотому и=$3ЁуЗ—у200$т+0у+01.

Двойной интегралъ. Изм’вненіе въ немъ порядка интегрированія.
(Интегрированіе по параметру).

74. Понятіе о немъ. Предположимъ, что Функція Джу) не—

прерывна относительно аз на участкіз (а, А), & относительноу—на ‚

А

участкі; (Ь‚В). Въ такомъ случаи; [[ (т, фейс п'редставляетъко-
&;

печную и вполні; опредізленную Функцію у’а, почему и положимъ:

.П(т‚у)ёт= сиу);

ТОГДЭ:
“

№№)=ср(у+Ау)—<9(у)=[г(ш‚у+ду)д„__П(‚„‚у)д„___

=[[Г($›З/+Ау)—/(аг‚у)]0250=[Ау/`.02ш‚

гдч‘» положено Г (31 + №) — Г (6% у) = Ау %;

СЛ’ЁД.‚ А:? (3!): (Ау Г)срсд. (А _ СБ),

откуда видимъ, чтоеслп Ау безк.-мало‚ то и Аср (у)-——безк.—мало‚

ибо тогда по условію Ау і— безк.-мало; звачитъ, функція ?(у)
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В
непрерывна относительноу на участки; (Ъ, В), & ели., [ср (у)сіу

Ь
им'Ёетъ конечную и вполнъ опредізленную величину. Его наз.
двойнымъ интеграломъ Функціи {(х, у) и обозначаютъ такъ:

[ @ [%(щуМт-
1) а"—

Подобнымъ же образомъ убіздимся, что если положимъ
В

[20% )ду: … ($)7
ь

..

то Функція („($) непрерывна относительно из на участк'Ь (а‚А)
А

и, слід, _Гш(аз)сіа:‚
а

А В ‘

т.—е. [ах!]?(щу) ау7
а Ь `

въ которомъ интегрированіе совершается сначала %0 у, а по—
томъ по а:, ИМ’ЁеТЪ конечную и вполніз опредізленнуювеличину.

75. Теорема. Резумзтатъ двойнаио интегрированіянепрерывной
функціи между постоянными предтами не зависитъ отъ порядка

'

интеирирован’ія.
Д'Ёйствительно, положимъ

Ъ а @ Ь `

_ В А
‚ . д1 дна основании № 66 им'Ьемъ: 52: Луау [ ;“ (а;, у) сйт:

1) а
В А

=&[{[Г(ш‚у)оіш}сіу=[{&[/`(аэ‚у)дт}біу=_[Г(А79)‘іу
1) а 6 @ Ъ ›
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В

И &=&]
{{Мщшогу}ат={!г<т‚у>огу}„=4

= [пашет
Ъ

а

Лд_д1 щі—ад_й—й … дА —0ТЗКЪ ЧТО
‚

 
д(1'—.7)_ТОЧНО такъ ЖЭ ДОКЗЪЖЭМЪ, ЧТО

дВ 0;

&, еды., разность 1—] не зависитъ ни отъ А, ни отъ В.
Но полагая А: а, получаемъ:

. В а В

д…,=[{[/(т‚у)огт}огу=[о.огу=о
1) а 1)

а В
и

аА=„———[{[г‹т‚у>огу}огт=0;
а 1)

ели., іАщ— А=„=О‚ ті—е. (і—])А=а=0‚
&, зналитъ, і—]Е О, т.-е. ЁЁ].

76. Предъидущаятеоремапозволяетъ,какъ показалъ Гауссъ,
доказать, что всят'й шьлый многочлена ]”п (а;) имплетъ корень.

Пусть
о п . "_]. . .МЕГ” (Ш)Е(АО+ВО @)а; —+—(А1—|—-В1 @)$ +. . . .+(Ап+Вп г),

при чемъ ВС'Ь числа А и В—вещественны; положимъ здёсь

аг: ?^(созср +з'зіп ср)

и едёлаемъ приведеніе; тогда, принимая во вниманіе, что

т 7% ' '
оо : т (003 тс? + @ 5111 т?),

получимъ: ‹

`

ия: и + и.



°

—105—
.'гд'Ь 'и = [А0 сов щ _Возіптру"+

+[А1соз(п—1)‹р—В1віп(п—1)<р]т“_‘+.
а_ :) = [Аовіп тр +В0со5тр] т“ +

..,

+[А1зіп(ж —1)ср+В1соз(п—1)ср]т"—‘+. . . .

Положимъ теперь ю (т, ср) ЕАГСЁ8`%
В 27:

и разсмотримъ {№№}дт—дфсіср и

Зафгд%
Такъ какъ

21: 21: @ ди дэ
д_и

даша _
дш_<“дт"”д7 “5—2’дт

О
дтдф 9—0

дт
_

и2+и2 фз… 1424—02 ф=0‚

. дп да& Функцш %, 1),,д— и—при ср—__ 0 и при ср—_ 2т: получаютъ,
очевидно, соотвётственноодинаковыя значенія при всякомъ т:}:О,

 

- 27:

((;—гдз:_ о
о

. В 27:
&, значить, и

_Г &’ЦЁдТэф
(”фр—_ О.

Оъ другой стороны
В В ‘д_г›_ % . д0_ д_и

д2‹о№„__ Ё_<ид‹р 2)т?) _
<и35

1)дФ .
т т—р

и2+02 =В и2+02

ВЪ ТО же время

3;=%[Ао созщэ—ВОзіптрр” +(п—1)[А 00$(ж—1)<Р+

—191 зіп (% — 1) ср]
‚,и—1+
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и З—ЁЕ—ЦАОзіп тр +ВО соз пф]т"—(п—1)[А1від („‚—1) 9+'

+В1соз(ж—1)ср]т"_‘—.. . .,такъ что, если положимъ: `

МЕОг"+О19^"_'—|—029^"—2+. . . .+Оп_19^+0„
и ОЕБТ"+Б17“_1+Б27'"_2+.. . .+1)п_1т+Бп‚ д”_ 7 п п—1 п—в _ дито Ё=п61^ +(п—1) 019” +(п—2) Ом +....+С’п__1т=тд—Т-

и д—и=—[пВт”+(%—1)В т"_‘+(п—2)В тп—2—п- +В т]=—7'Ёдф— 1 2 ...с "_1 — дт,

иЁ—од—и итд—и+’дтЁ иди+0Ё
& СЛ'Ё дср дср = °

дт ' дт_ (9—7 дг_д" и2+02 _ и?+’и2 =ТП=
__ т д(и2+ъ°2)_
=2(и2+ъ-2) дт ’

но и2 + 02 Е (02 + Б9) тт—ь— 2 (001 + ВБ1)9^2”_1°+ . . . . +
+ 2 (О„_1 сп + 1)„_1р„) т + (оп2 +р:)и, СЛ'ЁД.‚

д
(“_—2;

№) 5 эп (02+ Б?) №…+ 2 ( 2% — 1) (00143131) т2„;2+____+

+ 2 (Оп_1 0” + Бп—1 Ви)?
дэ ди

%
д—(р—

"— ” %а потому “„в_…‚2
_

_ 1 212 (02+В2) т2п+2 (2п—1) (001+1ЭБ1) т2п—1+.…+2(0„_1 Оп+В„_1Пп) т_Ё . (02+Б2) т2“+2 (001+ВВ1)9°2”_1+....+2(О„_10„+Б„_1В„)1°+(0„2+Вп2)
,

откуда З&КЛЮЧ&ВМЪ‚ ЧТО
иде) „ди

д—Ф— ‹Ё __ПРед- т …со—
__ 1 П 2п(02+Б2)+2(2п—1)(ОО1+ВВ1)т_1+....}_? ред'{ (02+Б2)+2(001+В1)1)9°—1+.... ‚.=оо

2п(02+В2) _”024432 '—__1
.—т-п2
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и
де)

„ ди
‹Ё

_
% __И Пред. “24—752 т.…О

_ 0,

до ди
%

0—
— ’0 %&, значитъ, (%>—В: и + 0:3

и д” — 1; д_и
% дф _И
и2+02

1—29
_—

ВР’

ГД:Ь Пред” (“В)Е.…оо: О И Пред' (Во)р....0: 0;
В

такимъ об азомъ [ЁЁ (И — и + 0: + °р '
дтдср

_ В Р?
- р

и, слізд.‚

!ФУЗ—Ёё‘№=і‹п+о‹в+в›сгаог2тсгп+<%) +‹вр>„.];

увеличивая по произволу В и_ уменьшая по произволу 9, мы
шожемъ уменьшить, какъ угодно, числа, (“н)сред. и (Вдсредч т.-е.
можемъ сдічлать ж+(осв)ср_+({39)ср_=і:0 или, иначе говоря,
можемъ добиться того, что

В 271:

[№№№дтдср
(”аф :}:

ЁЁЬСР5—Шд
дтдср№

откуда, по теорем; предъидущаго №41 заключаемъ, что въ раз-
д2шсматриваемой области значеній т и

ср Функція
д—тдф

должна, раз-
рываться; а. такъ какъ она равна, очевидно,

2 02
д

идЮ—эд—и)——2(иЁ—0д—и)(ид—и+оё)
(и + )дкр( (37 дт дт дт дср д‹р_(“2 + 02)2

при чемъ числитель и знаменатель этой дроби непрерывны при
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всякихъ % и @, такъ что ея разрывъ можетъ происходить лишь
при обращеніи ея знаменателя—вънуль, то, еды., въ разсматри—
ваемой области переМ'Ьнныхъ т и

ср есть хоть одна такая пара,
ихъ значеній, при которой и” + 02 $ 0, т.-е. % == 0 и *а = О и,
слід, м+ж = 0 или, иначе говоря, {„(ш): О.

'77. Теорема. Если функція {` (т, у) `въигтрвр№№ относи-
тельно 50 и у, то результаты двойншо неопред’вленнаго интегри—
роват'я ея въ различномъ порядки; отличаются друга отъ друга
лишь суммой двутз произвольнышъ функцій, изъ кожа одна зави-
ситъ только отъ 00, а другая _— тольно отъ у.

Въ самомъ №№, положимъ:
!

[огуупщужгтагшшъ МЦПщуМу—Ёфшш),

 

дГ д9 1”такъ что @= “(№№, №=г‹т‚у>
дФ (32 Ф

И 55:[Г(т7у)ау7 дшду;{(ш’у)’

’Ё
(Э2 Р __ д2 Ф _

а: СЛ Д., №=5Гду,

' . д2 Ё
но такъ какъ по услошю { (50, у), т.—е.

ду—дш
— непрерывна, то

д2 Ё __ д2 Е
да: ду
:

ду дт’

д217'_д2Ф 62(17`——Ф)=0И, ЗНБЪЧИТЪ, №=д$ ду) Т.'е. т?— _- .

Отсюда№=щад И Ё—Ф=]‘Ю(Щ)дт+?(9)›

т.-е. Р_ Ф: 69”)+ (? (у))

гд'Ь функціи Щас) % ;р
(у) совершенно %роизволъны.



Глава 111.

% 1. Интегралы отъ функцій, обращающихся
въ безнонечноетъ.

78.' Понятіе о танихъ интегралахъ.
Если Функшя [(сс) НИГД’Ё на участкъ (3:0, Х) не обращается

въ безконечность, то, обозначая черезъ $1, а:… . ‚шп ряда воз—
ростающиж чиста, промежуточныж между то и Х, ИМ’ЁеМЪ‚
нанъ теорему, что

Х 501—ш1ас2—щ2 Х—ш
[Г(т)02т=Пред „;‘(т)сггс+[/’(ш)сіос+…

.+[/(гс)сіаз}е:
0(1),

то т0+ед т1+е1 ас„+е„ …О 
ибо было доказано, что: 1) опредізленный интегралъ конечной.функціи самъ есть непрерывная функція своего верхняго и ниж-
няго предёловъ, такъ что

0:1—ш1 `

$1 Х—ш Х
Пред. „ {(т)

сіаз}ео____0= [ {(т)сіт‚.... Пред. {[ {(сс)
61$}еп_…0= “(сс) №:,

асо+ео (91…0 осо шп+еп ш....О шп

и 2) интегралъ на полномъ участкі; равен'ь суммч‘з интеграловъ'на всёхъ его частяхъ. ‘

Если же функцій; ;”(т) обращается за оо тои

сс=т0‚т=ш1‚.….т=эсп‚т=Х‚
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Х

то равенство (1) принимаютъ, нанъ опредізленіе для [%(т) 61517.

то
Если предпэлъ суммы (1) дгъйствителъно существует?; и не

зависит; отъ законовъ приближенія ватта чиселъ & и ю т нулю,
то интегралъ наз. сходящимся, въ противномъ же случа'Ь—рас-
ходящимся ; при этомъ если иредЪлъ существуетъ, но 'зависитъ

о_тъ закона подведенёя & и (» % нулю, то величина, получаемая
при условіи, что а и со идутъ тэ нулю, будучи есть равны друиз
другу, наз. (по почину Коши) главнымъ значеніемъ интеграла.

Условія сходимости интеграла отъ функціи, обращающейся въ 00.

79. Прежде всего зам’втимъ, что, вводя въ каждомъ изъ ча—

Черт. 14.

    
     

  Шш-___

“…

   

 

 

___1№Ж\\№\№ь_
\\\\\\\\

\\…

№№   ‚А    

стичныхъ участковъ ($0, $1), (51:1, %)7- . (всп, Х) по проМежу-_
точному числу ад, ад,. . . "% можемъ написать, что



—111— Х . т1—щ1

+[/(ш)сіаз+…
.+_Гп/(т)сіш+ЁпГ(ш)агт}_…0

(2);
“1 :сп—і—еп ш....О 

черт. 12 истолковываетъ это опредъленіе геометрически.
80. Теорема 1. Чтобы щоедыдущъ'й интеграла былъ стодя-

щимся, необаюдимо % достаточно чтобы каждый изъ слаще-
мыж интеграловъ въ правой части равенства (2) щита дире—
дтьленный единственным предгълъ.

ДЪйствительно, это условіе достаточно, ибо если оно удовле—
творено, то ясно, что вся сумма (2) им’Ёетъ конечный и един-
ственный предізлъ, равный притомъ сумміз предёловъ ВС‘ЁХЪ
слагаемыхъ интеграловъ.

Въ то же врёмя оно и необходимо, ибо если бы хоть одинъ
изъ слагаемыхъ интеграловъ росъ безгранично либо не имёлъ
опредгізленнаго предічла, то то же было бы, очевидно, и со всей
суммой всліэдствіе полной независимости чиселъ & и со другъ отъ
друга

Эта теорема сводитъ вопросъ 0 сходимостиинтегралафункціи,
обращающейся въ оо, къ случаю, когда послЪднее обстоятельство
ИМЁВТЪ М'ЁСТО лишь при одномъ изд предтовъ интвэра/ш.

81. Теорема 2. Положимъ, что функція {(сс) на участки;
(а, 6) обращается ва оо лишь при оо=а; тогда для слюды-
мости

Ъ

[ №) ат
61+“)

\

необтодимо % достаточно, чтобы теша наз. близно-пред’вльный
а+9

интегралъ: [ {(т) 01%
(14—й) 
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имтьлъ предтомъ нуль таи одновременномъ подведеніи по любомузакону чиста ш и О тз нулю.

Дёйствительно,обозначаяпервообразнуюФункцію черезъРф),
Ь

иміземъ: [%(ш) сіт =Р(Ь)——Р(а+е)—:
ср (е);

а+е

давая числу & рядъ значеній: 51, 52, газ,. . . .е
'

п, . . . . ,

постепенно убывающихъ до нуля, будемъ получать

(? (51)?
СР

(82% (Р (53), ° ° - —

СР (Ёп), . . . . ;

но было доказано (№ 10), что для приближенія этихъ величинъ,
при увеличеніи % ДО оо, къ опредёленному предЪлу, необходимои достаточно, чтобы

Пред' [9 (еп+р) _ ‘? (ап)]п.…оо,р>0&= 07

т.-е. чтобы Пред. [ср (со) —
50 ($2)]ш____О: 0.

9…0А такъ какъ

Ф (9)—_ Е(Ь) — Е(а+ О)‚@ (ш): Е(Ь) —— Е(а + ш),

такъ что
‹.о <…>

—
чо

(9) = [№ —т+ сол +
а+9_ [Е(Ь) —Е(а+9)] : Е(а + 9) _ Е(а—і— …):Ими,
сн—ш

ТО И ВИДИМЪ, ЧТО ИСКОМОЗ необх. И ДОСТ. условіе выражается
равенствомъ : „+9

Пред. {№50 ат}ш____0
= 0.

'

а—но @....0

Х
СлЪдствіе. Чтобы интеграла [%(аз) №0, 03 которомъ [($)

“70
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обращается въ оо въ нткоторыж точкаж участка (то, Х),
былъ стодящимся, необходимо и достаточно, чтобы всп; близко—
предтлъные интегралы, относящісся къ этим:; точкамъ, имть/ш
каждый предмомъ нуль.

82. Теорема 3. Если Да:) при $=а обращается за 00
п’ео порядка, така что

Пред. [а"Жа + а)] = 761202),

а+9
… …п‹т›щ……=о

а—но В....О

\ тогда и только тогда, когда порядок?; этой безконечноспшменьше 1.
Въ самомъ №1113, такъ какъ по условію

«”Да + ос)=7ъс+8‚

гдіз пред. (8)„_…_0 : 0, то, полагая 9$ = @ + ос, получаемъ:

_
а+9 9 9 9

]=[г(ш)огш=[/(а+а>ога=[ос"Г(а+ос)ЁЁ=№+833%;
1и такъ какъ “_„ на участк'із (ш, (2) сохраняетъ все время одинъ

и тотъ же знакъ, то по теорем'Ь № 46‹го им'Ьемъ: 9 9
11:05+ Зср)]`%=(]1’; _|_ зер.) “__-п доб.

(.О (1)

0.111511… если % < 1, то і=(д+дср_)321—112:2‚1—п;

_

'

9
если %: 1, то ]=(Ь+8°Р—)[%=(Ё+3ср_)$%;

0.) 
1—м

и.
8

'
Ь “. 1 1аеслип>1‚ то [= +001,

(№—№)7
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ТЁЬКЪ ЧТО В'Ь ПЭРВОМЪ СЛУЧЕЪ'Ё

Пред. <і>….._.о = 0,
&....0

и во второмъ и третьемъ ] не имізетъ предъла.

Заключеніе. Для того, чтобы опредпэлвнный интеграла отъ
функціи, обращающейсн на участки; интеърщдоват'я 63 со раз-
лштытд порядковъ, былъ сшадящимся, необасодимо % достаточно,
чтобы порядки втж этаж безконечностей были меньше единицы.    

    

2
дт …Прим. 1. з —- сходящшся,

Уш — 1
о

1 1 1 \ибо, полагая $ = 1 + ос, иміземъ: 8 : 3—_ = —1,
1/а: — 1 Их из

1такъ что и = ? < 1.

к
4 .

П
5111 агат …рим. 2.

$2
— расходящшся,

_ 1!

4

, він а: зіп гсиоо Пред. [аз 2 :]
: Пред.( ) = 1,$ :)).-„0 '” ‚’В-0.0

зіп %такъ что ( 2 ) есть безконечность1-го порядка.а: 3:
83. Можетъ случиться, что у безк. большой величины Г(а+ос) Н'Ьтъ

порядка, т.-е. шътъ такою постоттшо числа %, которое удовлетворяло бы
условъ'ю:

:}: 0
Пред- [а" 7” (и + 001%…= 70

4330;

тогда, какъ легко видіть, можно во всякомъ случай; найти такое постоянное
число и, что: либо 1) ос“ {(а—|— ос) растетъ безгранично, но

Пред. [остДа + а)]од____0: 0 при всякомъ т > и;
либо 2) Пред. [осп Да + а)]фщо: 0,

но ат {(и + (4) растетъ безгранично при всякомъ т < 92.
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Въ первоиъ случа'Ь мы при „ < 1 — напр., при п = 1 — 27$, гд'Б 10 > О —

иміем'ь, что

9 9 @

і=[Г(а+‹х)‹іос=_[ос1—"Г(а+ос)
(1) 0.)

дос
{дій: [а"+" {(и + а)]ср_] (&‘—_Ё

: 
97° -— ші‘

9: [апч—іс„и + “Лор. [ 0Сіс—1 сіос :: [осп+’$ {(и + “Пер. _]с—›
такъ что Пред. (і) \ “0: 0;

&....о
9

при и = 1 находимъ: і=[аГ(а + сх.)
0%
: [оста + ”‘Пар- 2 %;(о

а при и > 1 — напр., при 11. = 1 +75, гд’Ь Тс > 0 — получаемъ & 9
.

_ д @

[:'[о‘і-і—іъ {<& + ос)
00$]:

: [осп 1%“ + “Лад [ №345
:

ю ш: __ %[а"1°(а+ °С)]… {Ё—&}
такъ что при и > 1 интегралъ і не имЪетъ предЪлэ, при подведеніи ш и 9 къ
нулю.

Во второмъ случа'Ь мы при „ <1 — напр., при % = 1 — іс, гд’Ь 16 > 0 _по'
лучаемъ:  @ $2' д 9/6_ !$1 =[ос1_"1°(а + ос) “11/5: [апноэ+ “]ср. [ ос/‘_1 дос: [а“ 7”(а+а)]ср_ __К—(із

(‚О (1)

такъ что Пред. (і)ш....о: 0;
9…0

при и. > 1 —напр.‚ при и = 1 + 2/с, гд'Ь 75 > О — находимъ: @ 9
. . а а1 = [ “Н"" “а + 01)

одна—іс
: [(№—’с {(и + “]““ [ «13—й

:
„, ш

1 _ ——1 “1___—?[цп ’СГ(а+ОС)]ср_ [&&—' Юй],

т.—е. і не имЪетъ прёд'Ьла при приближеніи ш и !} къ нулю;
8*
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а при % = 1 имЪемъ:

&' !!

і=[«г‹а+а›—Ё%=[апг‹а+«›1ср_[Ё—°‘= [а"На—г—ооър. 1%,
(0 (‚О

и такъ какъ первый множительпосл'Ьдняго произведевія имізетъ преді'зломъ
нуль, а. второй —— произволенъ и можетъ расти безгранично, то о пред'ЬлЪ ив-
теграла ] нельзя ничего сказать.

84. Въ этомъ послізднемъ—гьеопред7ьленио.пъ случай р'вшеніе вопроса.
о сходимости интеграла

он-ш

[ №) аа:

“+8
. . 1 т

основывается на, изсліздованш величины произведены ‹х (Ё Г(а+ос)‚ при
чемъ заключенія будутъ аналогичны предыдущимъ; но мы на, этомъ остана-
вливаться не будемъ.

85. Свойства опред’вленныхъ интеграловъ отъ функцій, обращаю—
щихся въ оо.

1. Интегралъ на полномъ участки; развив сумм”; интегра—
ловъ на ватт; вао частяж.

_

Дёйствительно, если числоа заключается между 500 и Х, то
при {(а)=оо‚ доказываемое предложеніе вытекаетъ изъ ра—
венства (1)’г0 въ № 7 8-мъ, & при Г(а)=|:оо——изъравенства (2).

П. Сумма интеграловъ [ и Н, взятыясъ на, одномъ % тома же
участию (а, 6) отъ двуж функцій {(т) %

ср
(аг), равна взятому

на тома же участию интеграту суммы этти; функцій, ибо
если точки обращенія посл'і'зднихъ въ оо, расположенныя по

порядку ихъ возрастанія, суть 901,502, . . .и", то, по 0пред13ленію,
ИМ’ЁеМЪ2

а: ——ш Ь—ю
_

[.= Пред.
{{Ё(Щ;Ёт+…+іі(_а:) 6150}

: Пред, {іо + 1.1 +…+ Т”},

$1—ю1 Ъ—ш

Н:Пред. {[ ‹р (а;) сіш+….+[ ср (т)сіт} = Пред. {НО+Н1+.. . .+Н„}›
.а+е тп+еп
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& сл'Ьд.‚

і+Н= Пред. {і0+і1+....+Ёп}+Пред. {НЬч—Н1+…_+ Н"} :
10+1`+….+1„+Н+Н+…+%}:

ПМ
{ред. (10+Н0))+(11—я— Н1)+....+(і„+Нп}=
ш1—ш1 . Ь—ш

= ед. {[[Г(т)+<р (ж)] ат +.…+[ттт @]} @=
6

“+5 тп+еп
= [ [пт)+

<?
(и)] вгт—

Ні.- Если на участию (а, 6) неопредгъленный интеграла Е(аз)
ь

функций {($) щоедставляетъ функцію непрерывную, то [Пай №6
и

нав’врное сходящійся и равенъ Е(Ь)—Р(сь)‚

ь $1—Ш1 Ь—ш
ибо …(50)02а:=Пред {[г(ш)огт+… ..+[г(т)ат}:: Пред.{[17(сп1— ш1)— Е(а-ь- а)]+[17(ш2_ юз) — Е(ш1+ ед] +
+. . . ‚+ [Е(Ь—ш) — Е(тп—і— зп… =[Р(ш1)—17(а)]+

` + [Е(т2)—17’(а;1)]+ . . . .+[17(Ь)—Е(шпл : Е(Ъ) —Ё(а).

Если же 17(т), оставаясь все время конечного, разрывается
въ точкашъ а“ %,. . . ‚ат, то, очевидно:

'Ь “1 Ь

“п
Ь Ъ

ПГ. Если одинъ изъ интеграловъ [ 10619 и [фр
& а
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—саюдящійся‚ @ произведеніет непрерывно на участн‘в (а, 6), то
будетъ стодящимся % друзей изъ этштэ интеграловд, при чемъ еще

1) 1) 1)

[10019
= 199 — №0110,

(! &
 (1

такъ какъ 'на основаніи двухъ предыдущихъ свойствъ имёемъ,
ЧТО -

1)

199,
@

Ь Ь ?) Ь

[раа+[9ар=[‹раа+аар>=Мщ)=
а (с а а

 

откуда И ПОЛУЧЗВМ'Ь предыдущее равенство.

У. Если, полагая сс: 9 (25)

итьемз, что ЧЦ!) при измгънет'и 50 на участки; (а, 6) сохраняетъ'
одинъ и тотъ же знанъ, @ аргумента 13 при атома измтняется на
сплошномъучастию (ос, В), гдгь, конечно, а = (?(ос) и 17:

ср
(В), то

Ъ В

[№) же и [№ (г)] ‹р’шш

будутъ стодящимися одновременно и 075 такомъ случаи, равны
друга другу.

Дъйствительно, положимъ

]” [Ф (#)]
СР' (Ё) ”== Р (15)

и допустимъ, что Ща“) обращается въ оо при

г=е‚‚ г=е‚„. . . .:::еп?

коимъ отвЁчаютЪ значенія ш], тв,. . . .ссп перемінной 50; тогда
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№ 61—52 02—92 5—9

“шт ср’(гі)сіб=Пред {[щ(тд…т) оги— .(+_[17’гі()—_—сіё}
он—о 61+31 Оп+8п

т1—ш1 (02—002 Ъ—ш
.

.

Ь
* : Пред.{“`(т)02т+[/(т)01т+. . . .+_|`;“(т)сісс}=[1‘(т)сіт.

Зам‘ь'чаніе. Если функція 9’ (13) мёняетъ знакъ, напр., при

т=а„ т=а2‚. . . .т=а‚„
то прежде измёненія перемізнной надо разбить участокъ (а, Ъ)

на части (а, (11), (а1‚а2)‚. . . .(а‚__‚ 17).

‘

С86. 71. Дифференцированіепо параметру интеграла функши,
обращающейся въ оо на участть интвэрированія, нельзя, вообще
творя, замгьнятъ дыффвренцированівмъ пода знакома интвърала.

Ё-»

Напр.,                ПОДЪИН’ГЭГРЗЛЬНЁЪЯ

Фуннція на участка; (0; 1) обращается въ 00 при 50:01; при
.. 1этомъ, такъ какъ порядокъ этои безкоыечности равенъ ? < 1,

то интегралъ—сходящійся,и именно онъ равенъ

1

з(1:17:18(:б———ос)“=%{(1——ос)%—осё};
0 0
     

эта послічдняя Функція имізетъ, очевидно, при всякомъ ос (крот;
ос == 0 и ос: 1) опредізленную конечную производщ'ю—лменно;

1 1  -——7
0.*’ <&:1 —— ос

между тЪмъ какъ

1 1 1

[%(Ёуш:
[дім [(среда)—3] аа;:Ыфз—а)‘; №0,

0 0 0
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_!& ЭТОТ'Ь ИНТЭГРЁШЪ ——
раСХОДЯЩШСЯ‚ ИбО при 56 = а, его ПОДЪ-. 4интегральная Функшя обращается въ оо порядка ? > 1.

87. Большое число случаевъ, когда дифференцированіепо параметруинтеграла функціи, обращающейсявъ 00, можно замізнять дифференцирова-ніемъ подъ знакомъ интеграла, даетъ слідующая  Теорема. Предполошщмтэ, что функций {(жд} % интегрируемы на
д!” (% 0!)

дос

.
Ь ‚_ 6 б дг (а, а') _ . ,участмь (и + в, ), какъ ы в то это мало, но Т _ оо, пусть жрать тош

№_%=ш.ф(ш‚а)‚А0:

1)

тои чвмъ
“ | ср (сс, ос)

[ да:

равенъ конечному числу ]ъ', (7, Пред. ((о)А ——О‚ каково бы ни было а: на участт'ьа, Ь); тогда
1) 1)

д
'

ддт. 04)
дупло,а)‹іт=."Тсі:с.

а (&

ДЪйствительно,такъ какъ по опреділенію
1)

‚[П(:с‚ос)сісс=Пред.
(ЁГ(:с)с?ш}е 0,
а—і-Е

Ь " "
о %Ёгщщаипред' {& [(№ “+“…“ _ “(т’°‘)“"°]}ма а а

Ь: Пред.((№
аш}Ао‹....0

:
Ъ_ г‹т‚а+Аа›—г‹т›°‹> ] ;

-_Пред. (Пред.„Таш е_...О Аа....0’“+5
1) 1)

‚ апт, «› __ „ __ддт’“)
;

-но точно гац'ь же]` да да: — Пред. дц дас
&"__0’а ’ а+е
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‚%ЁПш,

ос) 11:10 —

)ЁШЁ’Ц—а)

61:171:
@

= “МПР [“&—“№2Г—‘—’ „… ПЦ“? №3„„0}А…„0=“+5 а+е

={…№>е…}„ь“+6
1)

 а+е а+е

:пр {Пр [|… '“ [| №0’…дт]е....о}Аа....0=]с`ПР'{пр' |: ' …
|°Р-:'е....о}Аоь.„.о:о’а+е

Ъ 1)

д _ дГ (сс, ос)
& еды., ЖКПщоодт—ЪТ‹]

а а
!)

Слідствіе. При указанныссъ въ теореть условіягсъ татарам [Г (а:, ос) дас

@

представляетънепрерывную футсщ'ю параметра а..
'

. д88. Приміръ. Если 0 <о: < 1, то Функщя „'с—“(1$)" и ея
д—‚ равная

—— ас_°° (1.70)"+1‚ обращаются въ безконечность при ас : 0; но, какъ извёстно,
каково бы ни было Ъ:, имёемъ

Пред. „„„„—р [ага № }„____0
: Пред- „@ (гт>’°>„____0 = 0

при всякомъ положительномъчислі; В; и такъ какъ (1 < 1, то можемъ @ взять
такъ чтобы и ос + 6 было < 1; значитъ, ас—а (Вс)" при „'с: О обращается въ 00
ниже 1-го порядка, & сл'Ьд., интегралъ

—°с(1;с)’г аа,-

Фі—чн

2—2

будетъ сходящимся при всякомъ Тс. Съ другой стороны, полагая

т_“(1т№=1°(т‚т°<‚)

Ъ: ПР {пр [[“).Ф (т, @) ат] Е....О}АЩ....О|

{ Пр {ПР [[ |
(о "| Ч) ($7 “)

| 62$]е....О}Ао:....0
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имЪемъ

{(да, и + Аа) _- пш, ‹7.) _ дня:, ос) _ ас" °°'^°‘ №:)”_а?“ аэс)"+жд! (щ…:    Аос дц Асс

' "А“ —Асх.?а:
__ _а п "7 '— 1 ' _ —‹1 „

{в
— 1

}
__ «: (1$)

{ Асс
+

1.73}
_ (с (1.93)

Асс
+1“, _

Ао: . 148 еще ' Ащшицшр1 _
1

+
1 2

_ 1
1 («+6Ах) ”+2_ _а п . __ _ _ ‚_.$ (1%)

АО!
+ [а; _

2
$ (!$) АОС,

такъ ЧТО
.

(2) : {12—е
.А“ Аш, & СР

($, и) Е % ш—‘Ё (1$)п-і—25`

1 1

и такъ какъ []срфс, @)|й$=і[ф(а‚-, 0001-90,

0 о

1

то, какъ только что показано, [№ (аз, ос)
|

(150

о

ПРЭДСТЗВЛЯЭТЪвеличину конечную. ИЗЪ ВСЕГО ЭТОГО заключаемъ, ЧТО

1 1
д 0

д; [ ш—т аш)" да:: [д; [аз—ос (шт дас.

0 0

Поэтому, исходя изъ равенства:  
мы помощью п’кратнаго дмфференцированія послЪдовательНополучаемъ:

11

[&'—°“
ішіа: =— 1 .(1 — ос)'—9,

[;и—°“
(М:)2 1100 =(—1)2.1.2.(1—— «)"—3, и т. д.,

0 0
`

1

наконецъ, [:о—“(1:13)" дт: (— 1)".1.2. . . .(п— 1) п.(1 — (}:)—(”+“;
0
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подводя же о: къ нулю, находииъ еще, что

1

[(тут сіа3=(— 1)”.1.2.3....(п——1)”
0

89. ЧП. Измізненіе порядка двойнаго интегрированіяфункціи,
обращающийся въ помь интшрированія въ оо, можетъ измізнить
его результатъ.

Такъ напр., [=—[сіуЁ—т2—у2
&:&:ЁсіуУШсіш:   

("—Г+92)“ (т2+у2)2

__ 16$
1(эс2+у2)д:с—:с.2а:дсс_

15$ ТО!
т

___—›" у! (502+у2)2 ___“ у_ $$2+у2о о о 0

1

03:1“:
1 1

а

0 $=о+ о 0

И “ТОЧНО такъ же

И:Ёаті—
т2—у2 сіу=—]`сіт1{(уы`2ё‘іу=_(—%)=%;132——+ у2)2

такимъ образомъ _ 1— К: —— %,

а не нулю, и объясняется это т’Ьмъ, что подъинтегральная Функ-
. $2—

ЦШ (902 + 31%)2

а: = тсоз ср, у—_ твіп ср, им'Ьемъ:

а:? — у?
:|

_
[т?

сов2 ф — # він2
@]

__
[сов29]

_ + 00(032+г/2Р а;:о
… ” т=0

_
@ т=0

_ _ '

у=0

обращается въ оо при вс: 0, у—__ 0, ибо, полагая 
90. Зависимость между результатами двойнаго интегрированія безнонечной

фуннціи, совершению въ одиомъ и въ друъомъ порядки.
Положимъ,что ]“ (ас, у) при измізненіи а: на участкъ (а, А), ау—на. участк'із
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(1), В) обращается въ оо лишь при а: = а, у : Ь; тогда„ полагая

(14—й

(„№№: №№,
@

А
так'ь что 4) (ос, у) есть близко-предільный интегралъ для [ Да:, у) (1.90,

. (1

мы иміземъ по опредмет'ю, что

В А

[ддт(сс, у) ‹іш_— пред. {[ дите(тж)
дт}в____0=

Ъ+В а

В а—і—ос

—_.Пред „ду ПП(@тдт—Руп‘т/М‘СЮЬО[)+—@ @ “+11

В а+ос В ‘ А_—Пред. {[ ‹іу [„(03, З!)
03445...0

+ Пред. {[ ‹іу [ „(И 3!)
(%%-то:

Ь+Б :; ›Ъ+В “+“
В В А 54-15 А:: Пред. {_ГМ)(ос, у)

619%..0
+ Пред. {[ сіг/[П-ЪЩ аа: — [ огЦпш, ?!)

дт}в____0
=

Ь+5 Ъ а+ос Ь а+ос ,

В В А Ь+В А

=_[Ф (ос, у)сіу+_[‹іуГі(т‚Ш(150— ПРеД-(Щд‘щ )аш}в....0
:

Ь Ь а+ос !)
- “+“

в А В

=_[ф(‹х‚у))ду+]`д$[Г(($,?!)дЗЬ
;, а+ос Ь

ибо Функція Г(а:,у) при изи'Ьненіи ш отъ а+ос до А, & у—отъ Ь до В не

обращается въ оо, такъ что [Г (а:, у) 0230

а—нх

представляетъ величину конечную, & с.п'Ьд.,

Ъ+В А{и;
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ПОДВОДЯ теперь О!. КЪ нулю, ПОЛУЧдЭМЪ:  В А В А В

[ ау [ №, 31) аэс = Пред. { [ ‹р «и, у)
ау}а____0

+ Пред. {[ асс [№ г;)
ау}а____0‚1) а 1) а+ос Ъ

В А А В _В
.. . а ‚ а = а ‚ а . , ;

т е [ у[г(а: .и т [ т[г‹ас у) у+Пред [[на у›ау]ш____06 а а 1) 1)

6+6
точно такъ же, если ф (а;, В) =[Г(ас‚у) ау,

1)

А В В А А
то [ ат[г‹т‚у›ау= ау[г‹сс‚у›‹іш+Прел. [:[ф (№

аш]в____0‚(& Ъ 1) а а

откуда между прочимъ вытекаетъ, что

В ' А

Пред.
[[

ф (ос, у)
ау}…„о

: _ Пред. {[ ф (гг:, @)

аш[в_…0
......... (*)

@

Слідствіе. Если не только близко-пред'ізльные интегралы

‹н—сс Ь+В
ф‹а‚у›иф‹т‚в›‚ т.-е. [ г‹ш‚у)аш и [Нас,уму

а 1)

ииізютъ предізломъ нуль (при подведеніи соотВ'Ьтственно ос или В къ нулю), но
если удовлетворяется то или друше изъ смьдующиасъусловий:

а  
(при чемъ изъ равенства (*) слёдуетъ, что и другое будетъ удовлетворено)
то результатъ двойнаго интегрированіяне зависить отъ его порядка.

Полученное общее заключеніе повЪряется легко на прим'Ьр'Ь № 89-го;въ немъ

 

01 ос

$2 — у2 а: ос
<? (°С, 3!) =

[Гадя _.. у2)2 д‘”: (_ ш2+ ув): _
“244,2

0 о





Глава ПТ.

Интегралы съ безнонечными пред’влами.

$ 1. Общія теоремы 0 такихъ интегралахъ.

91. Понятіе объ интегралахъ съ безконечными пред‘ь'лами. Инте-
гралы

00 А со

[падеж, Итоги и итогов

мы опред’влимъ слёдующими равенствами:

“....СЮ
[№) аш: Пред. {[ №)

№}А._..оо* _!
№) ‘“:щеді №) №} 

00 А
и №№=Пред-{ Г<т>ёт}„„„ф‚А…..„‚ 
при чемъ будемъ предполагать, что число конечныж или безко—
нечныж разрывовъ функцш ]" (т) на соотвътствующемъ безко-
нечномъ участк'Ь ограниченно. Если такой „редкимдтьйствителъно
существуетъ, % если то величина не зависима отъ закона без-
ераничншо возрастат'я чисел?; и, или А, или иж 06021503, то
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соотвЪтствующій интегралъ наз. сходящимся; въ противномъ же
случай— расходящимся.

Изъ интеграловъ съ безконечными предічлами мы будемъ
разсматривать лишь сходящіеся.

92. Измівненіе перем’внной въ интеграл’в съ безнонечными пред’в-
лами. Допустимъ, что Функція ср (у)такова(см. № 39), что, какъ бы
ни были велики чйсла @ и А, можемъ въ интегралъ

А

[№) от

ввести новую перемънную у, полагая а: = (9 (у);

пусть еще при этомъ обратно у =6(ш)‚

А в (А)

такъ что ] 1"(т) 03% = [№9 (№1 №9) №1-
—а —6 (а)

Тогда, увеличивая, напр., А до оо, получимъ:

со 6 (00)

_[/(5д)0393—[/[<Р(1>]<Р,)(31)6і9›
—6(а)

т.—е. при уназанныж условъ'яшд залтна жеремтнной допустима
и 025 интеграла сд безконечнымипредтлами.

93. Приведеніе интеграла съ двумя безконечными прид’влами нъ

интегралу съ однимъ танимъ предізломъ.

Теорема 1. Если одно или оба изъ чиста @ и А равны оо, то
А —а

[ [(т) 0356 = —— [ {(сс) №:.
—а А 
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Д'Ьйствительно‚ это равенство справедливо всегда при и и А
конечныхъ; увеличивая же послъднія числа (одно или оба) до 00,
уб’Ьдимся въ справедливости его и при безконечныхъ а и А.

Теорема 2. Интегралъ на полномъ участтъ (сз однимз или 03
двумя безконечнымм предметы) развив суммю интвэраловъ наватт составляющита этотъ участокь частяж.

Дёйствительно, мы имёемъ:

А «1 «2
'

А
[г(ш>аш=[г(ш)огт+[г(ш)аш+.. . .+[/(т)аш;_а —а «1 осп

увеличивая зд'Ьсь а, или А, или то и другое до оо, мы и полу—`
чимъ равенство, выражающее доказываемую теорему.

Сл’вдствіе 1. Беря лишь одно промежуточное число ос и уве-личивая @ и А до оо, получаемъ:
'

[№) от = [№) пгт + [№) ат;

полагая же въ первомъ изъ интеграловъ правой частица: ——у,
откуда 0206:—‹іу‚ & зат'Ьмъ заМ'Ьняя въ немъ букву у буквою т,
нах0димъ: '

Мао)ат = — [%(—№№№)@= [Г(——т)01т+[/(т)дш.

Такимъ образомъ интеграла сз двумя безконсчнымипредп;-лами можно выразить помощью интвэраловд, у которыж лишь
одинъ ввршній предтмъ равенз оо.

ОО

Сл’вдствіе 2. Если напр., [Да:Мш—сходящійся,
а

п.
9
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’

Пред.„ {(ф) сішЬ. 00
= 0,

А

00 А со

ибо [ {(т) айс = [№) 02:0 + [№№
@ а А

и, (шёл., [К(ш) 0193:] {(т) а:…— Пред.{ {(сс)
№3}А 00.

а а А
‘

94. Приведеніе интеграла любой функціи, взятаго между безно-

нечными пред’влами, нъ интегралу непрерывной функціи.

Во—первыхъ, какъ только что видізли, можетъ разсматривать
лишь

'

“(№№;

& во-вторыхъ, обозначая черезъ Ь — положительное число, превы-
шающее еть тгъ значенъ'я аз’а, при кожа ]” (ш) претвртьваетъ
конечный или безконечный разрыва, по теорем'Ь 2-й № 93-го,
им'Ёемъ:

со 1) со

“@@: “(@@@—ь“(@@@
а _ @ Ъ

. ь

и такъ какъ [КшМш“ .

Ю

нами ужё изученъ, то остается изсліздовать лишь [Цфат,
ь

т.-е. при изученіи интеграла съ безконвчнымъ предтомъ можемъ
считатъ, что подъинтеъралънан функція остается конечной и

непрерывной нфвсемъ участки интегрированёя, при чемъ нижней

предмъ интегрированія можемъ считать положительнымъ.
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0095. Условіе сходимости интеграла [К(сс) сіас

Ь

состоитз въ тома, чтобы подъинтеъралънаяфункція при а:: оообращались 025 бвзк.—малую выше 1-20 жорядка.
 

Д'Ьйствитёльно, какъ мы видчёли только что, можемъ считать,что на, участкіз (6,00) Функція [(сс) непрерывна и что Ь> О,так'ь что на всемъ этомъ участкіз аз сохраняетъ зна…къ и не
обращается въ нуль; поэтому, можемъ положить аз’=%‚ такъкакъ тогда у будетъ мёняться на одномъ сплошномд участю];1 /(Ё’ 0), &

$3] сотраняетъ всегда ЗНЦКБ; ПРИ ЭТОМЪ ПОЛУЧИМЪ:

1

№00 0

{№№: 4%(9573; =() Тау.
„,…

Отсюда, видимъ, что если бы {(ее) не была,
безк.‘—малой‚ то

1)%( у
3/2 у=0

было бы безк.-большой выше 1-го порядка, а тогда интегралъ,какъ мы знаемъ, былъ бы расходящимся; значитъ, для сходи—мости его нвобшодимо прежде всего, чтобы ;”(00): безн.-малой.Обозначая тогда черезъ % ея порядокъ, находимъ, что

4%)
3/2

при у= О будетъ безк.—малой (п—2)’го порядка,. т.-е. безк.-большой (2 —п)’го порядка„ а мы знаемъ, что въ этомъ случайдля сходимости

9>Х<
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1

ь

необходимо и достаточно ус'ловіе: 2 —п < 1 или %> 1. 
 

 
 

 

оо

Прим. 1. [; —— расходящимся,ибо п = 1;
1

‘ оо оо
_, (1:1:

и дёиствительно, ]‘Ё; ==і1аг==1оо
1 1

00
да: . 8

Прим. 2. ," _ — сходящйся, ибо % :—;аЛ/ а: 2

и д'Ьйствительно‚

оо оо оо оо
‹іа: ' —3 —‘ 1

[ _=]:с 1‘аіас—:—2‚:лз
2=——.‘?. ——_—_=2

1 1 1 1

Прим. 3.

со
сова: . совш

[ сіаг — сходящтйся, ибо —- : б.-\1ал. не ниже 2-го пор.“32 “32 т.…оо
1

Замізчаніе. Если Лоо) представляетъ безк.—малую‚ не импющую порядка,
то требуются дополнительныя изслёдованія, подобныя сд'Ьланнымъ въ
№№ 88 — 84.

96. Свойства опред'Ьленныхъ интеграловъ съ безконечными пред’в-
лами.

1. Если одно или оба изъ чиселз @ и А равны оо, то

А _а
[да;) йа;:_ [№) ат.

—а ' А 
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П. Интвералъ на, полномз участки; равенз суммт интегра—ловз на вопят; его чистят. '
Оба эти свойства доказаны въ № 93.
[П. Интеграция суммы функцій равенз суммгъ иж интегра—ловъ. ДЪйствительно, при всякихъ конечныхъ @ и А имЪемъ‚ что

А А А

[[щтч—итлат=№<ш>огт+№<т>аж

увеличивая же зд'ізсь одно или оба изъ чиселъ @ и А до 00, 110-
лучимъ равенство, выражающее доназываомую теорему.

ПТ. Если неопредтенный интеграла 17 (ас) функции {(сс)
самъ есть функція, непрерывная на участию (а, оо), то

[№) ат = №0)— Ща),

при чемъ, очевидно, интеграла будетъ навтьрно стодящнмсл; въ
этомъ убйждаемся, увеличивая А до оо въ равенстві;

А

[№) від: —_— Е(А) _ Е(а).

® СХ)

Нади, [е'шсіш=[—е—т==—е—сю+е°=1.
0 0

97. Изъ первыхъ трехъ, указанныхъ въ предъидущемъ №,
Ю

свойствъ вытекаетъ еще, что если []”(азуіт— сходящійся,
0

+00 00
то [ {(и) №:: 2171$) а’аз, когда функція [(х)_ четная, 
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+00

и . “@) візи: 0, когда она нечетная.
—® 

Въ этомъ убішсдаемся, увеличивая @ до оо въ теореміз
№ 41—го.

+Ю @
Прим. 1. [ 8'32 да:: 2! е_$2 айс,

_Ю О

Ю
. . - 2 …ибо Функщя в-$2 — четкая, & ," е ас (1:0 — сходящшся,   0

_ П е'дс2 П а:
’

1 .такъ какъ ред.
1

: ред. _Ф—і
: Пред. —

$2
= 0,_ е т.…оо 2ксе сс....оо

а: а: со

такъ что е“$2 при сс. . . ‚оо представляет'ь безк.-малую выше 1-го порядка.

СЮ

_ 2 .
Прим. 2.

.“
в “3 зщ Ьжіт = 07

—оо

СЮ

_ 2 . …ибо, очевидно, [ в из
8111 Ъсшіас _ сходящшся

0

(такъ какъ [
(3—332 зіп Ът| < е—“2)‚ & Функція е“:2 віп Ъа: — нечетная.

98. Интегрированіе по частямъ.
Ю Ю

Если хоть одинъ изъ интеграловъ [рай! % [аар—стодящшсщ
@ а,

а произведение т представляете; функцію, непрерывную на
участию (а, оо), то будетъ сходящимся и другой, при чемъ

СЮ (ХЭ

№ —— [№-
6! @
 

СХ)

[$9636
:

((,
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Въ этомъ убёждаемся, увеличивая А до 00 въ равенств-Е

 

А А А

[Ма= 299 — [ 9011)-

П/ “, (1/

Подобнымъ же образомъ обобщимъ теорему на случай, когда,
лишь а либо @ и А растутъ безгранично.

99. Приложеніе— нахожденіе интеграловъ
00 Юі= [е_ш” сов Ьжіш и Н= [ е_“ зіп №0290 при @ > О.
0 0 

Оба эти интеграла, очевидно, сходящіеся, ибо він 690 и сов 1900 не
выходятъ изъ границъ (—1, + 1), а, е_” при аз: 00 есть
безк.-малая выше перваго порядка, такъ какъ

ще?» =<—>=‹——>=
«: / т….оо

въ то же время Функціи е_ат созда; и 6—“30 зіп 19$ пепрерывны
на. участкі; (0, со).   

   
 

Поэтому
СЮ 00 00' _ '

Ь _ '
ь _ .

1=_[е ждешь $: @ №№!) ш+%[в “‘”5111 6956100: %Н,'

о о о

а
.

Ю 00 00
__ _аш совЪос __ ——ш1; созда: а ‚__…р _ 1 а ’_Е

[@ @(— ь )_ —е
ь ?[о созбазсіш—Ё—Ё 1,

0 0 0

1 съ? ($2 1
СЛ'ЁДЧ Н:”Ё—ЪЁН ИЛИ (1+Ё)Н=Ё7

Ъ - ' аоткуда Н=т и, значитъ, [:№,
00 00

_аа: _ __ @ —ш1> — __ Ъ
_т.-е. [@

(‚05 6930350 .— а——2+ №7 [в $111 Ьжіас _Г+ №0 0
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Эти интегралы важно помнить; для облегченія запоминанія обратимъвниманіе, что сов Ъа: — чегная Функція числа Ъ, а він Ьт _ нечетная, почему и
самъ первый интегралъ долженъбыть четноюФункціей этого числа, 8, второй—нечетною.

100. Дифференцированіе опред‘ь'ленныхъ интеграловъ съ безко-
нечными пред’влами по параметру.

Теорема. Если на участки; (а, 00) функціи Дт, 06) и __дгъаі’
°С)

жонвчны % непрерывны, @ интегралы

00 00

]. [(т) №3 и [№— сасодящіеся,
@ и

Ю
то дифференцированіе по ос интеграла [Даа, сс) 0290 можно замгь—

@

нятъ дифференцироват'емапо ос подъ знаномъ интеграла, тогда, и
только тогда, когда  ОО

Пред.. {[ Шд$}Аа ()
= 07

гдъ … =Г(т‚а+АА02—і(ш,ш)_дГЕЁ„_

Дійетвительно,

%“(ащ ос) візи = Пред- && [10007 °С + А“) —/`(а:‚ “)]
№}Ац....о

:
{————}{Гг-Щъг%}а

00 00 00 00

а “ аа

откуда и выводимъ предыдущую теорему.
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101. Одинъ изъ весьма общихъ случаевъ, когда условіе
@„№№:
@

удовлетворяется, тотъ, когда, у функт'и {(и, ос) существует?;СЮ
д2

“()—“2, при чемъ [дд2”:а;,“)Сіт
ПРЭДСТЁЪВЛЯЕЁТЪ величину КОНЕЧНУЮ.

&

Дёйствительно, тогда по Формулгё Тейлора имёемъ:

‚ дв , м А2Г(ш‚ос+Аос)=/(т‚ос)+№Аос—+““`/”до:;(‘)-%,

гдіз О—правильная положительная дробь; поэтому

д2Г(ас‚ос + Э.Аос) Асс… :
до:2 2_?

%82Па:, 0: + О Асс)
дос2

аш а слід, [шага =
92—‘3

;п—

Такъ какъ ЧИСЛО 6 само зависитъ отв (13, ТО закончить раз-

ССЗЖДСН16
придется СЛ'ЁДУЮЩИМЪ ОбраЗОМ'Ь' ИЗЪ УСЛОШЯ, ЧТО

д2 Пт 0!)
д2_7°(т‚°0[—д„’ ага: имізетъ величину конечную, сліздуетъ, что Тя

@

при т:}оо представляетъ безк.—малую выше 1—го порядка„
ТЗКЪ ЧТО МОЖОМЪ НдЦИСбЪТЬ, ЧТО

_т)д27°(т‚ __Ф(т‚ °С)()и—2 шт ’ 
гд'Ь т > 1, а ‹р((а:, ос)— конечна и непрерывна относительно аз’ а.
на. всемъ участкъ (ос, оо); поэтому

д97”(а:, ос+6.А‹х)_ ‹р (а:,ос+ О.Аос) __ ‹р (а:, ос)+ б. мал.
дос2

_
.:ст _

аст ’ 
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д2 На:, 0. + О.Аоъ)

дос2

выше 1-го порядка, такъ что

т.-е. и при т=оо представляетъ безк.-малую

оо

"'дЗГ(т‚ос+6.Аос)ат=К(а АОС)_— ,
.—дос2

@
.

гд‘в К —— величина конечная, & слЪд.‚

ОО

{!>{1««‚А«›—%}М…=о.
СЮ

102. Примізръ. Найти [%%—”" №:,
0 

?‚дПэ ’Их—%?Ъ/ЮВ ”ОЛОЭЮ’ИПЮЛЪНОВ число.

Полагая Да;, ос)›-Еаст е_”, д + _ дя __имёемъ: —„ш’°°)= _т'" 1(3 °” и №№): … ' 2в “.
дц дмг ›

оо
!: —ош: …

НО ИНТЭГРЯЛЪ [Я? в ($66 -— СХОДЯЩШСЯ при ВСЯКОМЪ 7$, ИбО 
.’БГ”?]№[—4—3}… [Ь—Ёъгг’ъ…_ю=

60 00

___Пред. [№]т…оо=_.._..= Пред. [(_НДЗжЪ00
= 0,

такъ что (аз"‹г—°””)т=оо есть безк.-малая выше 1—го порядка;

тап ›д а:, ос

поэтому [ № 01%

0
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им’ветъ конечную величину и, слёд.‚

СЮ00
д т _аа: _ д т _ош:діт е

даг—[д—цфс @ )сісс при всякомъ т.
0 О

Ю Ю
А такъ какъ [(з—” 6133 =

0

 
 
0

то, дифференцируя % разъ по О:, посліздовательно получаемъ:
СЮ СЮ

—[шв_°°'”сіт=—1.ос_2 или [аге—жсігс=1.ос_2,
0 О

Ю СЮ

—[шге`°“”сіаз=——1.2.ос—3 или [т%`°°“’‹іт=1 .2.ос"°’
0 0

Ю Ю

—[аззв_°‘шсіш=—1 . 2 . 3 .ос—4 Мирове_” сіт=1 . 2 . З . оГ‘,
О 0

и т. д.,

00

наконецъ, !$"е_“т№): 1 . 2 . 3. . . ‚% «“…н);
0

полагая же здізсь ос : 1, паходимъ:

ОО

[тпе_”сіш=1.2.3……п.
О 

103. Измізненіе порядка двойнаго интегрированія между безконеч-
ными предізлами.

Теорема 1. Если оба предала одного изъ интегрирован’ёйио-
нвчны, @ подъинтеералъная футщёя непрерывна во всеми поит,
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интвгрироват'я, то измтьненів его порядка не вліяетз на его
результата.

Положимъ, что Фуннція {(пн, у) непрерывпа относительно аз
на участи; (а, 00), & относительно у — на участкі; (Ъ, В), и что

00

[№ у) ага
а

—сходящійся при всякомъ у на участк'Ь (Ь, В), такъ что, полагая

Ю

[пт, 9) ат = … (А, у),
А

имёемъ (№ 93, слёдствіе 2-е), что Пред. [ш(А,у)]А 00 = О.

В 00
Тогда, во-первыхъ, ясно, что [&уі/(щу) №0

-

Ъ @

им'Ьетъ конечное и вполніз опредёленное значеніе; & во—вторыхъ,

В 00

[Мда…у) ат=[ау[[г‹ш‚у)сгт+ш‹А‚у>]-——

В А

=[‹іу[г‹т‚у)огт+[ш‹А‚у>№;

и такъ какъ въ первомъ изъ интеграловъ правой части всё пре-
д'Ьлы конечны, то можемъ измізнить порядокъ интегрированія,

В 00 А В
т.-е. [сіуііщфейс = „%;/1% )біу+(В—Ь)‹ [@ (А, ?)]срг

Ъ @ @ Ь
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увеличивая же во второй части А безгранично, получаемъ

В 00 со В
[@@/[дав, у) от = [ ат [№ у) ау,
1) а а 1) 

ибо
,

Пред. {[и (А, у)]ср_}А_…°о: 0;

Теорема ||. Для тош, чтобы величина двойнаъо интезрала

. 00 Ю

[ ау [№, у) аш,
Ъ а

за которомъ Да;,у) непрерывна во всемъ жать интегрироват'я,
не зависим от порядка, интегрированія, необссодимо % доста-
точно, чтобы

00

Пред. [[ … (А, у)
@}АНОО

= 0.
1) 

Дёйствитёльно, какъ и въ предыдущемъ случа’в, имёемъ:

ОО

013/[1‘(% =[
а 1)

00

пашет + [ «› (Амот;
Ъ

{(шу))сісс+ш(А‚у)}сіу:
°“`_'°8 @СЗЁЬ

8 8_ @
Ф'”—_ч 9%

и такъ какъ въ первомъ интеграл'із правой части оба предізла
интегрированія по а: конечпы; то по 1-й теореміз можемъ въ немъ
изм'Ьнить порядокъ, такъ что

00 со А 00 со

[ау[г(т‚у)огш=[ал[г(ш‚у)сгу+[…(А‚?/)ауд
Ъ а а ?) Ь
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увеличивая же А до 00, получаемъ:
СЮ Ю Ю Ю Ю

№1„(щуМт=[дт[/(т‚у)01у+пред.{[ЩАм/МИА оо,
ь @ @ ь ь

откуда и заключаемъ о справедливости теоремы.
Зам’вчаніе. Если положимъ

ОО

[№ @) @ = 9 (т, В)..
В

то то же самое условіе можно выразйть, очевидно, и такимъ

равенствомъ:

0.Пред. {ГК) (т, В)
01$}В 

104. Измёненіе порядка интегрированы даетъ возможность
находить величину многихъ ОпредгЁленныхъ интеграловъ. Раз-

смотримъ Н'Ькоторые изъ нихъ.
СХ)

1. Интегралъ [
Він № сбт.

{С
0

 
Мы им'Ьли выше, что при всякомъ @ > О

_аш __ а _

[@
сов давайт_ „ТГья ‚

помножая 0613 части этого равенства на від и интегрируя по Ь въ

предічлахъ отъ О до (3, получаемъ:
(Ю

 

В. аь]:Хаб!“в ”сов6330150:
ЁГ—га+_62_

В
Ь„‚_ в„ ь: 1_Ё_ Агсгё;: Анже —

О
+(Ё) 0
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изм'Ьняя же въ лЁвой части порядокъ интегрированія,находимъ  
что
' 00 В °° В оо

_

№7“[№ 005 175”СЛ? = [(г—“‘” 03513!
сов :сЬсіЬ: [«в—‘”” “":”В 6850,

0 0 0 0 О

Ю
такъ что

[8111$
6” е—“Ш асс—— Агс’сёё. 0

подводя зд'Ьсь @ къ нулю, получаемъ:
ОО

[З—Шшвшсіаз=% при В > О
0

со

811164136; сш_——% при В<О;
О  ®& при @

= О, очевидно, [8125$ сіа;: 0.  тЭтотъ интегралъ: ] Зі“; №:,
0

Черт. 13.і 
№№

___—^А-п-ь—

ог _а

`__....,.--

|
М|д  

выведенный впервые Эйлеромъ замёчателенъ такимъ обра—
ЗОМЪ Т'ЁМЪ, ЧТО его ВВЛИЧИНБЪ ЗдВИСИТ'Ь ЛИШЬ ОТЪ знака ЧИСЛЁЪ

@
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но не отъ величины его, такъ что графически его зависимость
отъ В изобразится двумя полупрямыми, и отд'Ьльной точкой
(черт. 13)*).

СЮ

105. П. Интегралъ [53230291
0

  
Помноживъ равенство

на 618 и проинтегрировавъ по В отъ т до 2, при чемъ т > 0,
получишь: 8 Н=У@ВГ‘°„°“’№=%№=(2—8т)%;

но измёняя въ л*Ьвой части порядокъ интегрированія, им'Ьемъ

002 2 со

Н:]ЁУЗШВЮЁВ:П‚__со_Ё_Вт}йЕас=-"совтт;соз2осі_ш
0 т 0 т 0

8 
'*) Этимъ интеграломъ удобно воспользоваться, чтобы выяснить невоз—

можность дафференцированія, безъ особыхъ предосторожностий,по параметру
подъ знакомъ [, когда предізлыинтегрированія безконечны.Дёйствительно, такъ
какъ

  
 

оо
від Вэ: __1—„„

„_ ’;
0

при всякомъ В > 0, то, ясно, что его
3—5

= 0; между т’Ьмъ

оо 00 со
0 зіп [За: зіп Вас зіц оо_ _ (7 = =[%(—_сс )сігс— [созВтш @ В

,

0 о ()

                             1 1_
В В.
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ОО

ас— 2такъ что [Ш&т=(2—т)%‚
0

подводя же т къ нулю, находимъ:

Ю СЮ
1 — сов 2:10 зіп2а: 'к[__а=2._‚ .-.е ; 2=—-ас 2о о

106. 111. Интегралъ

00

17:
[зі_х1___ашсозьшаш При “>О И Ь>О.
0 

Мы имчёемъ: 00 Ю

[зіпатсозбшаш__-"зіп(а+Ь)эс+віп(а—Ь)ас(іш:
из 2 (с

о

00 00

=Ё{[зіп(и+б)шаш"Гвіп(а—Ъ)а:аш};
ОО

шёл., если @ > Ь, такъ что а—і—Ь > О и (;&—6 > 0, то

00

[вт
аа: сов Ьгс

@ _17т п_т:_
_ш $—ЗЕ+5—т

ОО
з'п аа: сов да:если а=Ь‚ то [3——оіаз=1;гс 4

а“ если @ < 19, то
.

00
$11 аж соз да: 1 тг тс

Р—г—д—ЕЬ—7%…()

Ход'ь этого интеграла, навываемагоразрывными множите—
лемъ Дирихле, выражаетъ черт. 14-й.

и. 10



  107. ПГ. Интегралъ
ісозьісі"

Ш
Если положимъ ]№ сіаз—_ 1/(0)

0

ГД'Ё В> 0, то, им'Ья въ виду, что

П(о:)=0 при а<р и П<Ю=Ё при ос>В‚
находимъ:
6—5

[шам“его.: 0, [Щара“ега=—[е—°°сіа.=В+е {34—е

'Т е—(В+г)‚= % {_ 8—00+ в—(В+е)} :
откуда, подводя & къ нулю и складывая оба интеграла, получаемъ:

Оо_ —о‹ _1 —вУ__[Ща)е (?а—
2 в .

О

Съ другой стороны

_ 81110123008 53У=Ге “620: Г`_В__№т,
0
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(Ю

и если положимъ (» (А ‚ ос) =]
А̀

віп оша соз Ва: ($
{В 7

“ТО

Ю СЮ

" Пред.”… (А, ос)
е—та}А____о°=Пред.{ …(А,«)т: [«а—°“ йа}_4____…=0 0

:Пред. { ш(А‚ а.)ср_.[—е—°о+е—0]}А_'_°0=Пред.{ю(А,а)ср_}А.__°о=0‚ц

а, еды., въ интегралъ У можемъ измч‘энить порядокъ интегриро—
ванія; при этомъ получимъ СЮ СХ)

0$ _ .

У=ус твтсіссУе “зшашсіос;
0 .0

СЮ _ : . ь
121 такъ какъ е “

811162022 :—‚
7

(124—132
0

то, полагая здізсь га ос, @ = 1 и 1) : аг, находимъ

   00
_а . со

[6 51119304020: __ №7
0

00 00
‚ _ а: сов {За: _ сов Вос _& еды., У_!`1+т2 т сіш_[—1+ш2сіт‚

О О

00
' СОЗ .’В 7: ‚_значитъ,

[14—22 сйт = ? в “3-
› о

108. У. Интеграл'ь

°°
@е—аш __ е_ 93[_вс— сов ьт.

0 
10*
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Помножая 06% части равенства

ОО

_аш @[ 8 (305 Ьбшіш _№0

на, сіа и интегрируя по а отъ ос до В, при чемъ 0 < ос< @, полув—чаемъ:

@ оо
,

В а=В
К=уаа[е_ашсозбжісс=[$=—’2(а2++62):%гЁіЁЁ?а 0 а @=“

измдізняя же въ лізвой части порядокъ интегрированія, иміземъ: 
    00 В ат

- оо- В
а:

00
В

_ _а —аа:__ — а;[(=[сов джаз! в сіт :[соз джи —е =Р е
0056330393,О

0: 0 о; О

00 _ еБ—БЗ 624.62& еды., сов Ьжісс—: [УГ2+ь2'0

Если здіэсь положимъ ?) = 0, то еще получимъ:
°°

@—Ц$_ —- $

[ежесш=г_‚ гдё р>0 и о:>0.О

@
109. \Ч. Эйлеровъ интегралъ [ е—“Зсіаг.

Такъ какъ 8—902 <%2при $ > 1 такъ _что (8405$ °°=безьнмалой выше 1——го порядка, то этотъ интегралъ—сходящійся;мы его обозначимъ черезъ р, такъ что

Ш
1) = [ 8—56“) 450.

О
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Полагая 513 = @, при чемъ о: п # не зависятъ другъ отъ друга,
СХ)

ИМ’ЁеМЪ: . р = [ в—ащзжіь‘,
0

при чемъ изъ перваго выраженія `для р сліздуетъ, что онъ не
зависить въ дёйствительности отъ о:; поэтому

ОО
_

00

[%*—“2010-=РЁГ°°2№ = 20-10 =Р”,
0 О

Ю
& въ то же время [178—42до::

0

8 00
_22 _2 ___

{оуе “щіЦв «ога…
о_ъ

@ (Ю
СЮ Ю

- =У { [ 6412 @-№2 аш
}

дос: ,“ сіос [ е—(1+*2)°<2осей.
0 0 0 О

Положимъ теперь

00 '00
‹

‹» (А, 01) = [ е—(1+12>°°2аф: и
ср

(А, ос): [(г—“232 №,
А А

ТЗК'Ь что

03 (А, о:) :: е—ц2. ‘? (11,01), & Пред. [@ (А, ок)]Ащоо: О,

ибо интегралъ р—сходящійся; тогда, и

00= Пред.“8—“2
ср

(А, ос)
сіос}А

=°° 0 ….00Пред.“ … (А, о:)
дам…

....00
:

Пред.{[ср(А, “)]СР-у
д—оь202ц}А…°О =р-Пред.{ср (А, а)}А = 0,

& слід, въ двойномъ интегралъ можемъ пзм'Ьнить порядокъ ин—
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тегрированія, что даетъ: ` 00 00 00 00 сое—(1+і2)ос2
р2=[а[[8_(1+22)а2ааа=[{(— 2(1+'82)__}си=_;_[1_і%5=%‚о о 0 0 0

00
1/—откуда, р :: [е_„з сйт: Т“.

Сл’вдствіе. Полагая здёсь ш—_. 77, полу чаемъ

этотъ интегралъ имёетъ большое прпмЪненіе въ творіи търс—
ятностей.

00

110. УП. Интегралъ [2271
е_“2 (12.

0

со
Полагая а: = 752 въ равенствё: ."

е_“? №:—— г;,
о

°° # Г
получаемъ: [ 8—76222 015:т;: ТТ: 70_ ................... (*).

о

_ 2Если положимъ Г(я‚іс) Е г2т в 7023 ,

дг _ 2т+2 —7с222 д2 Г_ 2 2т+4 40252то
5];

_ 27сг (: и №_47с я е ,

оо
д2 1“ .„такъ что № ‹іг — сходящшся,
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т.-е. представляетъ величину конечную; & шёл.,

ф СЮ
д _ адам)
&!Нг,

іс) (12

_!Таг.
Дифференцируя на этомъ основаніи равенство (*) ” разъ по 70, послЪдо-

вательно получаемъ:

   

 

°° Г °°
1/—__ 2 2 ‚: _ _ 2 2 _

—2Тс[г2е Ъгдг=—1-—іс 2
илиуг2е Вгдг=—1——Ё—7а 3,

2 2 2
0 0

со
1/'—

со
1/_4 40252 1

_
'п: _—4 4 —7с222 1.8 тг —5

—270У‚г
е

_
дг=—8о

2 ‚ТА или]? е №:.—
22

.
2

іс ‚
о ‹)

ит.д.;

оо ›

1/—_ 2 2 __ _
наконецъ [22,06

‚с г
‹іг=——————————1'З°5'„(272 11—2370

(%…—1),

\0
“

что при №:“ даетъ:

со
2 1/__ _2п+1

[;да—аг
дг=1'з'5"'°(2п—1)—іа 2

.2” 2
0 .

111. Интегрированіе помощью рядовъ.

Точное выраженіе опред'Ьленнагоинтеграла, можно еще иногда найти, раз-
лагая подъинтегральную Функцію въ рядъ и интегрируя послъдній почленно.    _ 2 ‚

Прим. Найти [в
аг

соз 2Ьгсіг при и > 0.
'

о

_“ _ _ (аш)? (гид: __ „(№№Такъ ьакъ соз2Ъг_1 …
+

41
..+( 1)

(2,2)! + ,”
2п+2

. ›

при чемъ В“ = (_ 1)"+1‹2Ъг) СОЗ %%
гд'Ь 0 < 0 < 1,(2п+2)! ’



—152—    Ю СЮ_ 2 2 4то К:!е аг
соз2дгаг=.[{1— (221)? +???) —....+

0 о
. .

(2Ъг)2“ _агЗ_ п`( 1) (%)! +Вп} в да

или, на основаніи предыдущаго №-а:

1 3 5#? _? (211)2 1 _? (2Ъ)41.8 "?К—Т{а ___-2Т—2—СЕ "'—ЁЁЦ +....+
2гс+1 ОО2Ъ)2“1.8…..(2п—1) _

2 —(с22_ „(` _+( 1)
(27… 2„ а }+[В„е аг—

о

_ СЮ_ 1 71: Д)? 1 1922 (_ 1)” 'ЪЗ“ —а22_ЕТ{1—\7)+П(7> —-'--+—_1.2.…„(7) РУБ“ ““'
О

. оо
__ 2 2п+2 _ 2 _ —(Но „Вие

аг
&'

(%)
[%%-+28

из (12 11/т:_ @
(2п+2) !

о

 
оо

_ад'Ёи, сл'Ьд., Пред. { [ Ни в
613}

= 0,
п....ооо

а потому, увеличивая п до оо, получаемъ:_ _ №2 22 _ п зп
_

‚ _—К=і1/—п— 1——Ь——і—і
Ъ—>

—-....+( Ы
Ъ—) +....}=іу—пе “.2 а а 2! а п! а 2 а

в

112. Интегрированіе помощью составленія дифференціальнагоур-нія.

Есть еще одинъ способъ нахождевія величины опредёленныхъ интегра-ловъ. Онъ состоитъ въ томъ, что помощью дифференцированіяискомшо ин—
теграла 1 по параметру, & зат'Ьмъ интегрировавія по частямъ, составляемъ
дИФФеренціальное ур-ніе, которому удовлетворяетъ ?, и это ур-ніе интегри-руемъ.

Ю
. . _ 2

Прим. Найти интеъралъ ]=! в
аэс

сов Штат, при а > О.
.

0
.
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… _аз2 —:с9Во-первыхъ, онъ, очевидно, сходящшся,ибо | с соз Ъю| < в .

- _ 2Во-вторыхъ, полагая Г(:с,Ь)Ее аш
00$ 2Ъш‚

д __ 2 . д2 _ 2получаемъ: д—Ё=—2те
“$ 511121730, %;=—45с2 0 “Ш соз Ъш,

оо оо
&откуда заключаемъ, что и интегралы [ (Э!)

0

г авг .
019: и [№ дос — сходягшеся,

о

такъ что можемъ дИФФеренцировать 1 по Ь подъ знакомъ шипеграла.

  
 

‚_ оо -.. _ 2Такимъ образомъ подучаемъ: %%
= —

‚[ 2.230
асс він 2Ътда::

0

@ СХ) 00чт? ‚, —а.7с2 _ 2 % _

='_"віп2Ът‹і(е )= 811141338
—ё_`.е

аш
соз 2Ъ4сдаз=—"—.Т.“ а а а,

о о 0

3—3
%

1Отсюда, __= —- — №411)
1 @

і . Ь
ОП 1

`

Ь2Н, СЛЕД” ? = — ;! ЁЁДП) : —
—а—‚

10
° "

. 1 192т-е 11—110=—— или дт=_-—‚

10 а

(‚2

и, значитъ, і: 1.0.6
“

;

со
1/__

‘

. ` чт? 1 тг& такъ какъ 10=(і),‚=0=1`е @=???_

_ о

то окончательно получаемъ:

00 ‹ у; у:_ 2 1 — —
[в

асс
соз2Ъассісс=——п— в “.` 2 .а,

0
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5 2. Эйлеровы интегралы перваго и второго вида. .

113. Эйлеровыми интегралами 1-го и 2-го вида Лагранжа на-
звала интегралы

1
'

оо
_

[%?—‘(1—т)'1_‘сіаз и [т"_‘е"”сісс;
О 0

первый изъ нихъ еще называется Функціей бета отъ р и 9‚ а. вто-
рой функціей гама отъ %, такъ что

1 00
В (р, 9): ]аз”_1 (1 — сс)9—‘ дт, Г(п): [:Р—‘ е_“; 0233.

0 0 
Условія сходимости интеграловъ В (10,9) и Г (%).

1
_

114. Въ интеграл; [%?—‘(1—т)9_‘‹іт
0

Функція тр—'(1 —ш)7_‘ остается конечной и непрерывной на,

всемъ участке (0; 1), если только числа р—1 и 9—1 оба,

> О; если же 19—1 < 07 т.-е. ]—р> 0, то, написавъ ее такъ:
1 1—10 _

(Е) (1 —ш)9 ‘, видимъ, что она. при аз: О обращается въ оо,
порядокъ коей равенъ 1—10; точно такъ же, если 9—1 < 0,

— . р—1 1 1—'1т.-е. 1 —9>О‚ то, написавъ эту функшю такъ. ш (№43) ‚
видимъ, что она при сс=1 обращается въ оо, порядокъ коей
равенъ 1—9; отсюда заключаемъ, что для сходимости В(р‚9)
необходимы и достаточны условія:

 
1—р<1 и 1—_‹1<1‚

т.-е. , 10>0 и 9>О.
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115. Для Г(й) мы им'Ьемъ, что.

03

[М" 8—3 від::
0

Ю#“ е—а’ сйт + [а?" 8—5” 0103.

1о‹__д‚_.

Во второмъ изъ двухъ послёднихъ интеграловъ подъинте—
гральная функція ::?"а"" непрерывна на всемъ участкгіз (1, оо),
& въ то же в емя ш" 1в ‘” : б.-малой выше 1-го по ядка,
ибо

(ЦТ? = <—>=Щ... =
а: со

 
%

слайд., этотъ интегралъ—всегдгъ сходящійся.

1

Съ другой стороны въ “:"—‘ е_”д №:
0

подъинтегральная Функція все время конечна, и непрерывна7
если п—1 > О; если же %—1 < 0, т.-е. 1—п > 0, то, на—

1
1—19, _писавъ ее такъ: (—> в $, видимъ, что она при а: = О обра—Ю" щается в'ъ оо, порядокъ коей равенъ 1 _п; значитъ, для схо-

димости этого интеграла, & еды., и самой Функціи Г(п), необхо-
димо и достаточно условіе: 1 -— ” < 1 или % > 0. 

Зам'Ьтимъ между прочимъ, что

СЮ СЮ

Г(1)=_[‘е—‘”сіт= ‚_в—“”,
0 0

.. т.-е. Г(1): 1.



—156— —

Главн’вйшія свойства фуннціи В (19,9).

116. 1. Произведеніе иры (1 ——ш)9_1 02:1: представляетъ со-
бою частный случай дифференціалъншо бинома шт (ан— да;”)р1—
именно, когда «показатель и внутри скобокъ» равенъ 1; & такъ
какъ такой биномъ, какъ мы знаемъ, интегрируется въ конеч—
номъ вид'і'з когда: либо 1) р1—цізлое‚ либо 2) Т+1——ц'1злое‚
либо 3) Ш+101—цічлое то слъд.., В (10, @) сможемъ выразить
въ конечномъ види, когда одно изъ чисел?; 9, 10 или р + 9— шьлое;
при этомъ въ первомъ случай надо раскрыть скобки въ степени
двучлена, во второмъ— положить 1 — $ = 2, & въ третьемъ—
вынести а; за скобки въ двучленъ (1 —аз).

. 1 1

Прим. ]. В(%‚8)=[ш_…1—ш2дт=_[ш(1—2ас+:132)сікс=
'о о

1
1— ‘ 3 ‘ 4 3 2 5 4 2 16и_ ч и : з___ 2 _ ! ___ __ _=__(:с_ 2:1; +а:)‹1ш
](293 За: +530) 2 3+5 15
00—3…

1
- __2

Прим. 2. В<2‚%—>=[ш(1 —а:) “дас;
о

_

1
О ’полагая 1—т—г получаеыъ В(2, Ё>=—'[(1—2)г 362:
1

‘
1 13 ”В ь ———1="2 пол чаемъ:ш=—— идт=———полагая же д с
Ю

„ ‚ ‚ у 22+ (22+1)2‚
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0 00
1 5 1 2501г 2шігЪ . — _ =— ‹ 8. :; 8——=асл д’ В<2 ’ 2) [22+1 2 (224—1)2 [а (22+1)3

со 0

со оо оо со
1 23 3 22012 8 23015

2(22+1)2 2(.г2—і-1)2 2 (22+ 1)2 4 (2,9—1—1)2
0 о о 0

00 00 00 со
3 —1 З 3

—Ы%2+1———4 +ЫН ЗАГСЁЁБ: _8—71.о 02 0

со .
р—1117. 11. вида):

(1
2 @.+ ‚г)Р""Ч

() 
1

Такъ какъ въ „:р—‘ (1 —т)9—‘ 02:13 число а; М'Ёняется межлу

О и 1, то 1 — (ЬЁЗ; положивъ поэтому

11—т_1+ 
‚Ё .

‹

дш___‹зіг_ $_—2`ИМ емъ.
› —(1+2)27 —1+27

СЮ
г р—1 1 9—1 да _ гР—1 да

(11+г 1+г (1+г)2_ (1+‚г)Р+Ч
0

8   & СЛ'ЁД', В (1779):
°‘—>

1.7сР—1+ :вЧ—і№№-118. 111. В(р‚ (1)—-—

Предыдущее равенство даетъ:

оо

В _ гР"1оіг гР—1 (12
(10,9) — №+ (1_+3)Р_+Ч’

0 1
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()‘Ъ"’”
__ гр—1 (12 у 217—1 (123/1—1 ду_В (19, 9) _ (1 +г)Р+Ч_

(1+П)р+‹1 1+г)Р+Ч+()(З/1+у)р+‘1’0

1

замізна же, наконецъ, бунвъ @ и у бунвою ос даетъ:

шр—1+т9_1
6$(1 + а;)!Н—Ч % Ета):

о'”—'—'ан

Сліздствіе. Функція В(10‚ @) симметрична относительно чи—
селъ р и 9,

т.-е. В (10, с.:) = В (М)-

. 1
Лемма—разложенпе № НЗ. ЧЗСТНЫЯ дроби.

По Формула Моавра иміземъ:

(008 0: + ізіц а.)2" :: 00$ 2920: + @ зіп 29%:

или, на основаніи бинома Ньютона,:

00$ 2120: + 93 він 2920:: сов” 0: + С;” созз’ыо: (г' зів от) +
+ 0232 ‹:052п`2 о: (% він сх)” + 023” сову”3 о: (@ зіп о:)З +
= {сови о: ——

0232 соз”°_2 о: він2 &: + 02; ‹:0$.2"_4 віп4 0: + . . . . } +
+ @ {021,3 0052""1 сх він ос _ 02:3, совм—З о: віпз 0: + . . . . },

& сл'Ьд.‚ зіп 2910: = 02; созЗ’Н о: зіп а. — 023; 0052"—3о: зіпз 0: +.. ., зіп 21101 1 эп_2 - з 2п—4 ' з .›откуда сои =_20„00$ осз1пос—02псоз освш о:+….,
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положимъ теперь він о: = аг; тогда 0052,0: = 1 ——оз2 и, сады.,

зіц 2110:

сов ос
 : 021п(1—ас2)"аз—— С;; (1 —а;2)"—‘:с3 +….‚

№1 2720:_— —1‹*Тиё.
совок

_— 2„_1(ш)7

гді; Р2„_1(ш)— шмый многочлена (Эп— 1)’0й степени.
Такой многочленъ имёетъ, какъ извЪстно, 2п— 1 корней;

но він 2№ обращается въ нуль при значеніяхъ ос, либо равныхъ
одному изъ слъдующихъ (2п— 1) чиселъ:

27: 37: (п, —— 1) 'л:0 +3, 1— ‚і—‚----і’ 217, 217, 272 2п
 

7

либо отличающихся отъ нихъ на ціэлую кратность числа т; &
такъ какъ він ос, т.-е. ос отъ прибавки такой кратности къ @. не
мдвняется, то, сл'Ьд.‚ корни многочлена. Р2„_1(а:) соотвізтственно
равны:

. . . 27: . Зтт . (п—1)тс+ 1 + _ + _ ….+ __ .О, __зш2п‚ ___вш(2п>› __вш(2п>› __зш[ % :|

. Ввиду того, что всё; эти корни—одиночные, можемъ на-
видать,  ‚(:=п—1

сов ос 1 А й ‘ ‘ А" В`что Т=—Ё =——0—|—ъ {
70

+ . ‚"с ;зщ пос 2п—1(ш) ”0 4—' |З; _ від 3 ас + зіп —п13:1 ` 2% 2”

для опред'іэлешя Ат помножимъ это равенство на (ш—зіпіддд
. 751: 7… ..и затЪмъ положимъ аз=з1п_‚—п‚ т.-е. а.:д; тогда въ правои

ЧЗСТИ останется ЛИШЬ А,: И МЫ ПОЛУЧИМЪ:

. . 7… \ . . 1… ‹

ш—зш— -созос зшос—вш—211, 211,
0А _: ——.—‘——— = —.———СОЗ 0! = —

. ’» › эш Мос „ 5… 2…1 0(1.270 —— &= _



—160—— .

’

 
. . 761: .’ '

7011:
$111 ос — зщ % соз % 7:7:ИЛИ А_='— ___,“— °СО$16—=————-СО$—э[эш .2пос]ос _ ‚… 2% сов 707: 2%“__

2—1:

0082
,…

__ 5% _ (_ № 2 7с7г_Т. е' А’ъ'_ 2% 005 [стс
_

2%
008

2%7

отсюда легко найти и 13,9, ибо онъ, очевидно, получается изъ А,:
замъною тс па — тс, такъ что и

           
( )

[Від 2%
а ели.,

Ъ=%—1 '

сов ос __ 1 "” [с 2 іст: 1 1
5111 2%1

_
27150422(_ 1) 008

2% . дт +
. ісп

_
7`=1 — 2% ас—зшЪ— 2% а:+вш—» 2% 2%

76:1% ‘‚‘ 1171: 1

:2пзіцос+2 (—1)
(3082274 .

'
істс

+ 34"В??“
70—1 2% (зшос—віп_) 2%%(зіпос1-і—віп—)1— [ 2% 2%

гдіз т—любое цёлое число, не превышающее (%—— 1), &

іс==%—1

Вт=2(—1)"соз2-Ё—п!
1

‚… + 1“

‚т)7с=т+112п<$ігъос
—— зіп

2—%)
2% (він ос + зіц %
 

№…“

2Полагая теперь 29%: ___г и, еды., ос : 2—72, иміэемъ:  ісов % 1
, :_—+зшг . г

' 2% эш ——
2%

75=т
]+2(—1) (30$

2—п ‚И +
‚… )+Ет,

2
' 2 '

2 в'пг+зі%(81112—п—зшй) %(1 2” 112%)!

увеличивая же здёсь % до оо и помня, что зіпиз безк.—малой
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дуги эквивалентенъ ей самой, такъ что

’ ш (1)

Пред. (2% $111 ?_п)п„.‹>о_ Пред. (2% ‹
Ё>п….оо

_ (о,

въ предізлё получимъ:  Ь=т
1 1 ;; 1 1№: ? +;(—1){3—/т+

г+7стс} +(Вт)0’
=1

. ГДЁ (Вт)О: Пред. (Вт)… оо
= ПредіЁЕ_1)“005

23—17:

[зі112—5
+зіп —]+Гзіпог

—
п—зіп 25—31}

757: . 2 - 157: |)
:

{К:т+12п<$іцг_272—зіп02% (вт 27»
+8… 51); п….оо

’=п—1 0 ' г
… зш —

7671' 21$: Пред. 2 (— 1)/° СОЗ2 _`
›2“ :)

2 2—1“?й=т+1
_

“” від 27, _ він % „ оо

число т можно взять на, столько большимъ, чтобы иміть істг > 3
при всякомъ !$ > № + 1; тогда‘

г іст:
д<277

2'и такъ какъ 0613 эти дуги меньше 90°, то и зіп22—„< $1122;. г . 1511:или
511122——з1п2— < 0 при всякомъ !$ > т + 1, т. —е. сумма,

767:

211„А:& силы., и він” 2—п—5іп2 %, растутъ вміст’в съ іс, такъ что

выражающая Рт‚ знакоперелпьнна; съ другой стороны він?—

члены этой суммы постепенно все время убываютъ; изъ этихъ
Двухъ обстоятельствъ заключаемъ, что безконечный рядъ кото—
рымъ выражается (Вт)…—зно‚коперемізпный и сходящійся,
почему его сумма, по абсолютной величин}; меньше его первого
члена, т.-е.

п.
1 1
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2—2

]
2(Вт)0‘< Пред СОЗ 2”

[$1
(т+1)7т:__від27; №112

п22—:]2” ‚п… .оо

2 Пред. (% віп 3)_СО 20- 2” п....оо _ 22_ 8 « , (т+1)7г 2 , г 2 —(т+1)27т2—г9’Пред. [(№ 8111`) —
(211 $111 —)]2” 2" п….оо

262& слід, (Вт)о —
‚—(т+1)27г2—22

гд'Ь 6— правильная дробь.
Такпмъ образомъ  1 _

14—2ЁЁ1У‘г—(
1 262

_$і112—?+ (_
істс+г+д7тг +(т—і—1)27т2—‚е2’

уВеличивая же зд'Ьсь т до оо, окончательно получимъ:
іс=оо

1 1 й 1 1. =—+ =(—1)" ‚+`)-81112 г г—іьт: г+7стс76:1

  
Сліздствіе. Полагая въ этомъ разложеніи г: тт, получаемъ  

еще:
15:00

1 1 "‘
1

8111101: _ртг “ртс ——11571: ртс + 167:7621

7с=оо
1И? (’ЛЁД" віпртг=—+2(—1)"(РТ`+Р+Ё).

7с=1 
119. ПТ. Величина В(р‚ 1—19).",
Изъ выраженія В(_р‚ 9)=]1№0№
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1 1р—1 —Р &выводимъ, что В(р‚ 1—10) = [Щ ‘” ”.

1 + ас 1 + сс ’
0

но ЦРОСТЫМ'Ь д'Ьленіемъ получаемъ:
1

1+а3
тп+1 .  =1—т+$2—$3+— - ° ’+(_1)птп+(_1)"+11+т7

1

поэтому В(р,1—р)=Н1 —:с+ш2—а;3+
0

+(—1)"т"+(—1)"+1ТЁ;}сс‘”_1 аа:
+Ё{1—т+шЗ—шз+

,

+(—1)"'1т"—‘ +(—1)"1—Ё_"—_‚д}т—Раш=  1
— _ р+п

::Назр *—:сР+тР+'—азр+2+„..+(—1)"я;”+" ‘+(_1)"+1“ №№0
1+:с

1

_'_ [{ш_р_ті—Р+ т2_р __ $3_'р_'_…_+( 1)п—1тп—1—р+(_1)„$1пті)}($$
О   {тр

тР'Н тР'і'З
_ $р+з+

1
п „)+ п+1 тр—і-п дх

Р р+1
+

10+2
_ р+8++(—1)п}+(—1) [ +

29+“ 1 +3:

1
331—19 тЗ—Р {&'—Р „_133"!—р " 5137“—рдт—+Ё){1_р—2_р+3—Р+Ш°+(—1)”'—Р+} (_ 1) 3—1ч—гс

_

_р р+1 р—і (20+2+р—2>+ —<%„+р%з)+- - - -+‹—1>"(рі„+р+„)+
1 іс=п' $"_Р —— :в’Н—Р

+(—1)"!)—1—Тсіт=%+;1(—1)Е(Р—1_—К +р_—1ъ-—Ь>+

15011.——р_шп+р
1+ш—1)“

0

($93;

11*
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& ТЁЪКЪ КЁЩЪ

1
шп—р_ $п+р

Пред.{[ 1+:с с!:с}п….°о =Пред „111440
—ос2РМ—Р№3

о ‘

  
}…„ю   1

ас"+‘_1’
. ”+1—р}п оо

_
о=щ№«ыт…йтжъ_а№ЦСЗъ0

1+:с
  =щщ№—@>—#—м…=ш1+ш ср_12+1—-р „

то, уВеличивая и до оо, получимъ:

Ь=оо
В(29‚ 1 —Р>=%+Е(—1)Ё(Ё+Ё)’

Ё=1

т.—е.‚ на основаніи слёдствія леммы № 111—го: №, 1 —10)=
№№

Прим. іш_&<1—тгёат=в(%‚%)= к-$іп—О

з

?! 22=—_—=3 3-7/3. ’6

120. \7. Выраженіе функціи В съ помощью функціи Г:
Г( )П)

В(Рэ9)=_гб‚`+3)' 
Ю

По опред’ізленію иміземъ: Г (п) = [ш”—' а"” сйт;

положимъ здізсь сс: @, ГД’Ё 15—любое, постоянное относительно„, положительное число; тогда

ОС00: [(И/)п—1 е—іу 256%]: бпууп—д е—Ш [іі]:
оО
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Ю
1 1 _ _ 1откуда ‘ 7,- = №№)" ‘8 “ сіу ............ (*).

0

-

.

21 _1 ‹ігВспоминая выражеше: В (р, 9) =_[ (1+ г)Р+'1’
О

положимъ 25:1—4—3 п ”:р—+9; 
ОО

. 1 __ 1 р+9—1 ——п+2)у .тогда получимъ. (1+2)Р+Ч _ Г(10+«1)Ху @ сіу, 
и такъ какъ это равенство существуетъ при всякомъ ‚@ > 0, то
можемъ, умноживъ его на; гр—1 612, проин'тегрировать по г отъ 0
до оо, что дастъ

’

00 Ю 00
2Р—1д2 __ 1 1 + дв

_ +„\
'(1+г)Р+Ч_Г(р+9)_[2Р 0343/39

Ч— ([ уау’
о

 
ООСЮ

т.-е. В(р‚9/)=Г—р—(1+Ч)[сігуур"`9_іе_“+д>угр—‘сгу (акне).
0 О

Положимъ теперь

@ @
ш,(А ‚г))=.у(“"—'в_)…““ГРсіу и ?((А‚г): [ уР+9`18`усіу;

А А
Ю

такъ какъ интегралъ _[уР+9_‘ а"“ (21
‚ т.—е. Г(р+9)—сходящійся,

0

то Пред. {ср(А,г)}А____оо : 0 при всякомъ ;; ;

съ другой стороны, считая А > 1, пм'іземъ:
' оо оо

'

_

(0 (14,2): ) ур+9—1 6—31 гр_‘ (‚*`—ду @ < е_:[ур+9_‘е_у ‚%)—1 оду,
.А ’
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ибо множитель е_”у тЪмъ больше, чЪмъ у меньше, а на участкі(А, оо) имЪемъ у > 1; стало быть

сош, г›<гр*в № г),
СХЭ Ю

а, потому [ш (А, 2) від < [грн а““ 9 (А, 2) 032 =
0 0

®= [@ (А’. г)]ср.[г?“ е—“сгг= [ср (А, е)]ср. г (р)
и, еды.,

00 _

‚

шред-іі
№№“) №№ < шред-{іф ‹А›г›1ср.Г<тЬ„„…= °—

Поэтому въ равенствё((**-) можемъ изміэнить порядокъ ин-
тегрированія, при чемъ получимъ: '

В(р‚9)=„„,Ёр-ъ—чле—иуёр—№№,

но полагая у = 2, 15:51; и п :р въ выраженіи (эк) имёемъ:

Ю

‚[#—'е—у“(із:
№130);

310

(шёл.,

_ _ Г(р) _ Г(р) _в<м>= „р—Т„)[ур+9 *в
у-Тр—сіу— „„„,Ы‘е Чу,

Г )ГТ-'е' 13073 9)—_ Г((1;)+(99)).

Эта зависимость, какъ позволяющая Функцію двушд аргу-ментовъ выразить помощью Функціи одного аргумента, чрезвы-
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чайно важна, ибо, во—первыхъ, придется, значитъ, составить

таблицу значеній лишь ДЛЯ Функціп Г (и), & во-вторыхъ, въ этой

таблиц'Ь будетъ лишь одно входное число.

Главн’вйшія свойства функціи Г(п)‚

121. Если и > 1, то

Г(п)=(п— 1)Г(п'—— 1). 
Въ самомъ 11131113, если %> 1, то, интегрируя по частямъ7

получаемъ:

Ю Ю

[%п—1
(3—30 №:: [ш“—‘ & (_ в—Т’):

0 0

ф @: _—
ішп_' 8—50 + (% — 1)[агз("_‘)_18—38 да:,
0 О

т.-е. Г(п)= (п— 1)Г(п —— 1).

Сліздствіе 1. Если п>т‚ 111113 т—пёлое число, то, при-
мізняя послЪдовательнопредыдущее равенство, находимъ: Г(%)=(п—1)Г(п———1)=(п—1)(п—2)Г(п—2)—.. ..

т.-е. Г(ж)=(п—1)(п—2)…..(п—т)Г(п—т)ё 
это равенство показываетъ, что функцію Г отъ неправильной
дроби можно всегда выразитъ помощью Г отъ жра‘вильной дроби,

т.-е. таблицу значет'й этой фунтам достаточно составить
для участка (0; 1).

Слідствіе 2. Въ частномъ случай, когда, п—цёлое‚ мы,
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полагая т: п — 1, получаемъ:

Г(п)=(п—1)(п—2). . . .3.2.1.Г(1)‚
т.-е. Г(9ъ):1.2.3....(п—1)=(п—1).' 

122. П. Если 3) _ правильная положительная дробь, то

Г(р)Г(1—р)= ”
від ртс
 

Дёйствительно, полагая 9: 1 —р въ равенстві;

 
Вт, 9) =№›

получаемъ: В(р‚1—р)=№=г№)г(1“20)3
и такъ какъ В (р, 1 — р): “:“;
то гтт _],) = … 

Это равенство позволяетъ найти Г отъ правильной дроби 1),
большей половины, когда, извізстно Г(1—р); стал., таблицу.… .

1значении функции Г(п) достаточно имжтъ на участки; (0; Ё)`
… „ 1

_Частныи случаи. Беря р: Ё’ получаемъ.

[№№:“
171, шёл., Г(%)= у;, . 
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Полагая же здЪсь аз: }, получаемъ:

` ® ® ___ 2 _ 2 _.

28! у д3/21/щ откуда [в у 43,2%
0 Ь

_

123. 111. Выраженіе Г (п) подъ видомъ безнонечнаго произведенія.

Полагая аз: ту въ равенствъ

00

Г(р): [%?—18%”6233,

0

получаемъ: Г ( р): тр
‘ ур

_} вчпу сіу;

итакъкакъ ву:1+у+1—у_2+… ..>1—ъ-у,

_туу_ у ——т 1

и (шёл., Г(р) < тРГ—Ш—(“;…-Ру”” т.-е. Г(р) < трВ(р‚т—р)

или еще Г(р)<(т+р+1)"В(р‚т+1).
Съ другой стороны

со 1

Г (29): тРУуР—чв—ту ау > тр" ур—ъ е—ту ау,
О О

2итакъкакъ е—у:1—у+1—_—у2— ....>1—у‚
`

1

то Г(р)>тр[ур—‘(1—у)°"сіу=трВ(р‚т—ъ—1).
0
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Такимъ образомъ

трВ(р‚т+1)<Г(р)<(т+р+1)рВ(р‚т—|—1)  Г(р) (пъ+р+1)1’ р+1 Р
или 1<тРВ(р,т 1)< тр "__(1—і— т >>

. Г(р) 10+1Р““Уда №+1)_(1+ОТ) ’

гді; 6— правильная жаложителънаядробь; & еды.,

Г(р)=трВ(р‚т+ 1)-(1+613;'Т1)р;

УВЗЛИЧИВЗЯ же 9% ДО 00, ПОЛУЧдЗМЪ:

ГМО): Пред. {№13 (10, т + 1)}т. „оо
Но

Г(р)Г (т+1)_ Г(р).1.2.3....т _Г(р+т+1)_(р+т)(р+т—1)....(р+1)р.Г(р)_
_ 1.2.3....т __р(р+1)(р+2)..…(р+т)’

В(Р7т+1)=  
ЗНЗЧИТЪ, ОКОН‘ЩТЭЛЬНО:

тр 1.2.3.РСР): Пред' {тр (р + 1)(р+2).-”—2(10+т)}т….оо.  
$ 3. Прплошеніе опред’вленныхгь интеграловъ въ теоріи

сходимости безконечныхъ ряцовъ.

124. Теорема Ноши-Манлорена. Предположимъ, что функція {(и) при
всякомъ ;и > а положительна % непрестанно убываетъ до нуля при увеличен… сс

до 00; тоъда интегралъ
00

[ №№
0

ирядъ Г(а)+Г(со—|—1)+7°(а+2)+… .

будутъ сшодящимися или расшодящимисяоба одновременно.
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Дёйствительно, по условію

?’(СН-Ъ) >Г(т)>1°(а+70+1),

если только а+іс<т<а+7с+1;
а+7с+1 а+7с+1 а+іс+1

отсюда [Г(а+7с)‹1‹с>[Г(т)сі‹с>[і(а+7о+1)аш,
а+7с а—с—іс а+Ъ2

‹н-іс+1
т.-е. Г(а+7с)>[Г(а:)аш>1°(а+д:+1)'.

а—і-іс

Давая зд'Ьсь числу іс значенія О, 1, и,. . . .(п — 1) и складывая соотв'Ьт-

ствующія неравенства.,получаешь:
‹н-п

в„ > 8/(ш)с1а: > вп+1 — №),
а

гдіз для краткости положено

Б„={(а)+{(а+1)+1"(а+2)+.. . .+1°(и+п— 1).

®
Значитъ, если [ Да:) да: — расходящійся,

()

а+п
такъ что . [Г (а:) да:

&

растетъ безгранично вмЪстЪ съ п, то то-же будетъ и съ 8… а. слід, и рядъ
›5' —- расходящійся. Обратно, если

оо

[ Г (о:) да: — сх0дящійся
а

и, слід, представляетъконечное число, то и Б„‚Н не растетъ безгранично‚ибо

а-і—п

вп+1<[г‹т›ат+г‹а);
@

& такъ какъ 8„+1 растетъ все время вмЪст'Ь съ п, ибо по условію всё
члены ряда. положительны, то, значитъ, ‚5'„+1‚ при п—растущемъ безгра-
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нично, стремится къ Н'Ькоторому опред’Ьленному преділу, т.-е. рядъ 8— схо
дящійся.

Прим. Для ряда

Ё №+ё+
- со

3:имізсмъ: {($)
иГГ(ш)сіт:]Ё;:

еды…, рядъ будетъ сходящимся при 79 > 1 и расходящимся при 79 < 1

$4. Формулш Стирлинга
125. Формула Стирлинга служитъ для вычисленія приближенной вели-

чины произведенія 1.2.3. . . .и при весьма большомъ п и выражается сл’Ьдую—
щимъ равенствомъ:

' п " —
1.2.8....п_=(?) 1/271'72. 

МЫ выведемъ ее по способу Серре — изъ Ф0рмулы Валлиса (№ 45), для
чего положимъ

% п _...
1.2.3....п=(7) ттт);

ТОГДЁЪ ЦОМЯНУТЭЯ Формула дастъ:     35__11 е
{2.

.2.4.4.6.6.8. 2п 2п

}…2_Рд1з.м…57ъ„(2п—щж+ц @
Ю.4…68 п)?

“пждй135.‹м—4№пшп+ц}ш„(ХЭ

_ @…46 %% 2

1} _Пред {[1. 2. з. 4. …да—шп] '2п+1 „ оо—

__ (.1 2. 3… „№2… 1

}
__ Пред.{((..123....2п)9 2п+1 „№00—

… „__ 4 _

. ‘!!Ё) 1/2тт.‹р(п)] 24"
1

=Пред. ‘ ип 2'2—:'_—і :
{[<-23) У27г.2п.ф(2п):]

%

е
п „СЮ   
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(«>

(„)]2}(Р Ф”) п....оо
=1. .;= 1 и, сл'Ьд., Пред. {

” ю]
:;[№)”)—3]‹ отсюда Пред. {[——ф(%)]2

.. №) _і і 2
Съ другоп'стороны“”+ 1)

_
6 <1+ ”)

=—1+<п+—1—)]:і—іп++—і—…‚+Ш+Щ+…:]::п 22 3113 761$" („+1)„іс+1
1 _ 1 + 3 + +(—1)"(7с—1)+

12%2 12%3 40п4 " '
2%(7с+1)п"`

 ........... - ..... (1),

70—1
при чемъ, полагая ПК: (— 1)"№72- ‚-+ %

Піс+1 _ 792 1
им'Ьемъ

] 01: _№ - Ё’ такъ что Пред.
]

1=—›п
Піс+1

П].
 

‚К....оо

т.-е. этотърядъ — абсолютно стодящійся при всякомъ ціэлоітъ и > 1.

Фт) -_‹.эт+1)____ Ф(п+т)
ср(п+1) ‹р(п+2) ‹рт+т+1)'ф(п+т+1)’ Но Ф(п)=

откуда
Фт) „(%-Н) Фт—г—т)_— _ о.9(”+1) (?(п+2)—_Р`П.+2Ч°(п+т+1)+1ср(п+т+1)____(_)‚іф (п) = !

полагая же здізсь т + 1 : %,

фт) <р<п+1›__+,‹р‹2п—1›_имёемъ 2<р(п—) 1Ф(2”)=1 № +1) ф(п+2) @@”)

Такъ какъ рядъ (1) — знакоперемённый, то

‹? (п + 1) 12112
 

‹о(п+1)_ › 62“1ф(2п—1)=6„‹р(п+2)_ 12 (п+ 1)2’ ф(2п) 12(2п—— 1)27
 и точно такъ же ЗФ

при чемъ О<6і< 1;

№) _ _ ;& _°2_ ___—"пСд'ьд" 1[ср(2п)] _М”) “° (“2”)— 12п2+ _12
(„+ 1)2+""+12(2п_1)2’

такъ что 11 разъ___—_!
ср (п) 1 1 1 1 1 11

2п):] <—12п2+12(п+1)2…`+12 (2п—1)9< №№ +12п2+“"+12п2=Щ
 

?    



—174— 1
а потому 0 < Пред!` [1 Ф232%] со

< Пред.(@)” оо—
0›  Фт)

т.—е. П ед.[1№=0 и слід. П ед.[ :]
=1-р)=1>(2 „„оо

’ ’ Р Ф(2п) „__„оо
’

2
а выше мы еще нашли, что Пред. {[ф

(п)]
}

= 1;@@”) „ ‚„

значитъ, Пред. [ср (п)]п оо
= 1, . т.-е. Пред. —1-'п—2'—Ё`—°;—°_п

: 1,

(?) 1/2тт
п....оо

& потому им'Ьемъ приблизительно:
п __

1.2.8. . . .п=<%) 1/2тт‚

ПРИ чемъ ОШИбОЧНООТЬ ЭТОГО равенства уменьшается ДО НУЛЯ ПРИ увеличевіи
% до Ю.



Глава `У.

Приложенія интегральнаго исчисленія нъ геометріи.

$ 1. Площадь плоской кривой въ Декартовыхъ
координатахъ.

126. Мы вид'Ьли въ № 28-мъ, что если функція Пт)—
однозначнщ то площадь8, ограниченная при прямоугольныхъ декар-
товыхъ координатахъ осью абсциссд, ординатами % и У, отвгь—

чающими абсциссамъ 500 и Х, и кривою у: {($), равна

Х
“(Ф) 0100,

при чемъ площадки нада осью ОХ считаемъ положительными,
@ пода этой осью — отрицательными. СЛ'ЁД.‚ если хотимъ найти
ариеметическую сумму 8 всЪхъ такихъ площадокъ, то надо
найтиті; значенія абсциссы—напр.‚т1‚аэ2‚. . . .ссп, при которыхъ
функція {(сс) мъняетъ знакъ, и если, напр., отъ то до $1 им’іземъ
1”($)> 0, то

Б=[/(ш)сіш—[/(ш)‹іш+[/(ш)сіт—.. . . 
‹.
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Прим. 1. Найти площадь 8, ограниченную Синусоидой (чер—тежъ 15):

у=зіпсс
на участки;: (О, 2х).

Такъ какъ у>0 отъ 23:0 ДО ш=п и у<0 отъ а::тг до ф=2щ
т: 21: 1: 21:

.то $:[зіптсіаг—[зіпжі3с2 —созт— ——созас= 4.
0 'т: 0

тт:

 

Черт. 15.  
Черт. 16.   

осью О Г, кривого у: Агссощт
и ординатами, отвгъчающими абсциссамъ 950 = — 1/3 ИХ: 1/ 3.



0

#?

  

. ; тогда, проведя

12

Агссотзжіш:— [Агссощ газ+

—— 177—

т/Ё

+[
0

Такъ какъ у мёняетъ знакъ (разрываясь) при ;и = 0, то

0

— [ Агссо’сз шовБ
_тг-г

%

‚
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ЖЖЖ
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№
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№
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ординаты, оттъчающія. одному и тому же сс, становятся

равными; пусть это будутъ $1, $2, из,. ..
соотвізтствующія имъ ординаты (черт. 17) @ЕС', РБ]? и т. д.,

будемъ имЪть, .что
11.
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в = АВОО+ СВЕ+ @Е$№+ БИ+ ППП} :: АВБР— @ЕВР—я— @Еам—Ш'ам+ШШ:
$1 3:1 403 3:3 Х

=[у1сісс—[у2сіш+[у3ат—[у4дш+[убсгш.
330 $2 502 304 $4

Зам’вчаніе. Если часть кривой лежитъ ниже оси абсциссъ, то
соотвізтствующіе интегралы должно взять съ обратнымъзнакомъ.

Прим. 1. Найти площадь 141 и 2-й полуволны кривой
у: агсвіп сс.

Им'Ьемъ: % : Агсзіпаг. . . .дуга АОВ,

3/2 = тс—Агсзіпш. . . ‚дуга БОБ,

уз: 2тг + Агсзіпш. . . ‚дуга ВБР
и т. д.

Поэтому

8:гузсіш—гузсіш—і—Ёугдт—гудш:_1 _1 о о

О 1= ] [(2тт: +Агсзіп ас)—(т:—Агсзіпт)] №0+ [ [(п—Агсзіпаз}:—
0_]

0 1

—— Агсзіп аз] 62:10= ] (тт—і—2 Агсзіп т) сіш—і—[ ('я—2 Агсзіп я;) аж:
—1 0

0 1:: —].(1т.— 2 Агсзіп ‚г) від + [ (п — 2 Агсзіп а:) візи =
1 0  1 1 1 _.

_ . :ссіас:
235$

— 2 Агсзшасщт=2
{тг—2ШазАгсзшоа—6Г _ЦЗЦ}

—_-2 {п—э [%+1’1/1—т23}=4.
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128. Если кривая, выражаемая ур—ыіемъ @]
= {($), сомннутая

(черт. 19) (еды., Функція {(сс) навізрное многозначна), то для

опредёленія заключенной внутри ея площади 8 надо, очевидно,
найпш отдгъльно площади, отврающъ'яся на ось ОХ и ограни—
ченныя одна—веразней половиной ВОВ кривой, @ другая—_
нижней ВЕБ, % взятъ шт; разность, при чемъ абсциссы 9:0 и Х
точекъ В и В опредмятся, какъ наименьшая и наибольшая изъ

911761133, тои которышъ ординаты %: % уд+1 становятся равными.
12*



   
129. Замізчаніе. Если оси координата косоуъолъны % обра—

зуютъ между собой ушла 6, то, очевидно, площадь Бриджи иро-
изведенію соотвтьтствующазо интеграла на зіп 6.

130. Прим. 1. Найти площадь 8 эллйтгшчвснто сегмента
(черт. 20).

Беря за оси коорди-
натъ діаметръ, парал—
лельный хорддЁ сегмента,
и діаметръ, сопряжен—
ный съ нею, выразимъ,
какъ извізстно, эллипсъ

уравненіемъ : 
$2 у2 1__
„12

+
1,12 ›

гдЪ 2611 и 261 —длины этихъ діаметровъ; ур-ніе это даетъ:

_51 2 2 __ 131 2 2
91—а—17а1 —а:‚ у2—_а_11/а’1_$7
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такъ что ббльшій предтЁлъ Х интегрированія опредЪлитсяур-іемъ

ь Ъ
_—

—1“111/а2 —--_Х2— —711/а12—Х2‚1

откуда Х=а1; поэтому, обозначая еще черезъ 930 абсциссу
хорды, иміземъ:

(11 а1 %
$= зіпб Пудіт—[удгш] =зіп6[(у1—у2)оіт=

шо .то то
(11 “1

. ь —-—— ь . —————-= 2 51116 [4 Уа12—аз2да;: 2 _—1 з1п6[7а12—т201$.
661 (‚61

$ “о__ ————4 " _ 2
Но [Уаі‘д— 502 сіш=ш Уа12—ад9—!%=

1/012_ (132

@ Н—шЙ—а ___—' _
={Б1/СЪ12—СС2— 1—2—1сі33:$7“? […“12—Й2Сіш—і-; 7012—3172 -

а —— _— . $+ (114%: сс Уа1г—ш2—у Уа12—оатш+а12Агсзш—;
71112 — $2 “1'__ __ . {Веды., 2у1/а12

—— ао” 0196: ш 1/аъ12
— $2 + щ? Агсзш

а—1
+ О,

“1
ь . _ . а:

а потому 8 =
0—1

5111 6
| [сс 1/а12 —— 11:2 + а!? Агсзш

62—11
=

1 | 1

370

ь . . —-—‹ . а:= —1 $111 6
{012

Агсэш 1—330 Уа1д—т02—а12Агсвш
—°}›611
(61 __ тц 131т.—е. 8_{ 2 —азоуо— @ Ь Агсзіп—а‘і}зіп6....... (1).

Полагая ш0=0‚ найдемъ величину половины площади 80
ЭЛЛИПСЁЪ— ИМЕННО:

8 эта ?)

50:;——1зіп6. . .......... (2),

откуда * &, = тд Ь1 $1116;
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а если за оси координатъ приняты оси симметріи эллипса, танъ
что @= 90°, то просто

80 = на?),

гдё а п Ь—полуоси кривой.
Вычитая равенство (1) изъ (2), получаемъ:

БО ‘ . $0
——2

——8_а:0у0+а, 61 А1свш
_01

и слід Ё‘З— —93 « =а ?) Агсзіпт—О’ д'? 2 0-10 '1 1 „1’
а ?) .т.-е. площ. сектора ОВМ=%Агс51п?-1 

131. Прим. 2. Найти площадь параболическаео полуст—
мента (черт. 21).

Если за ось ОХ принять діаметръ,
ЧеРТ- 21- сопряженный съ хордой сегмента, & за

ОУ— насательную въ его концё, то
ур—ніе параболы будетъ: у2=2р1т
и даетъ

' 
% = 7219190,

& еды.,
{130 _ ССО

‘8=зіп 6Уу102ш =1/52р115і116[т26150:
0 0

2 ; 2 . _—
а: =Ё$1п6.т01/2р1ш0, т.—е. $=—Ё—- [тоуозіп 6]. 

Такимъ образомъ площадь параболическшо полусвгмента
равна % площади параллелограмма, построенншо на основанг'и
% ординат”; этого полусешента. Результатъ этотъ найденъ еще
Архимедомъ, въ нёсколько только иной Фортэ.
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. 132. Прим. 3. Найти площадьБ (черт. 22), ограниченнуюш-

перболой, ея ассимптотой % двумя
параллелями другой ассимптотгъ. Чед… 22

Примемъ ассимптоты за осп У
координатъ, при чемъ уголъ между
ними обозначимъ черезъ 6. Ур-ніе
гиперболы тогда будетъ

02ту: ?, гд'Ь 02:61/2—1—62;

  с2 0 ':“д

отсюда ‚ у =
2:2

\ 
Х

и, сл’вд.‚ 8=зіп6-Ё[%=Ёзіп6.(2Х— [то):
$0

Если гиперболаравнобттая, т.—е-. @ = 1), то зіп 6 = 1

612и, беря осо=1‚ получаемъ: 8:32Х.

Отсюда и ведетъ начало названіе Неперовыхъ логариемовъ—
шперболическими.

5 П. Площадь сектора, ограниченнаго нривою и двумя
радиусами векторами (въ полярнытъ координатаж).

133. Обозначая такую площадь (черт. 23) черезъ @, дадимъ
долгот'Ь ф крайняго радіуса вектора ? приращеніе А4: и обозна-
чимъ соотвізтствующее приращеніе площади черезъ АО. Пусть
кроміз того наименьшее и наибольшее значенія радіуса-вектора
въ углі; Аф суть р и В; площади круговыж секторовъ,отвізчаю—

щихъ центральному углу Аф и описанныхъ радіусами р и В,



   
  

 

2 2 1 .

какъ извёстно, равны "’ ОАФ;
и ‘В 243…

*)

РЯАФ гдз М)и очевидно, что
‘ 2 |< ]А@|<’ 2 ‚

92 А9 122
аслт'зд.‚ Ё<і№і<3’
откуда, подводя Аф къ нулю и помня, что, при непрерывности
кривой 0", им'Ьемъ Пред. (Р)Аф….о = Пред. (В)Аф____0 = т,

 9-2 / т?получимъ: Ё< {@ф’<\5‚
' 7'2 т2с1'&, значитъ, 9ф=і3 и сЮ=і 2"), 

при чемъ, очевидно, знака «плюса» надо брать тогда, когда
площадь @ растет?; при увеличенэ'и ф, @ знака «минуса» — когда,

она при этомъ убываетъ. 
*) Уголъ Аф можетъ быть и положительнымъ, и отрицательнымъ,насъ же

пнтересуетъ въ данный моментъ абсолютная величина площади А9.
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134. На основаніи послёдней Формулы заключаемъ, что

ф1 Черт. 24.  
если только т есть одно-
значная функція дол-
готы 4; на всемъ участть
(фо, фі); въ про'гивномъ
слУча'Ь надо принятьпре-
досторожности, подобныи указаннымъ выше для случая прямо-
линейныхъ координатЪ—напр., для
случая, изображеннаго на черт. 24-мъ
имёемъ:

'

  
Черт. 25.

@ = площ. ОАВО— площ. ОСВО+
+ площ. ООЕО.  Если кривая — сомкнутая и по-

люса лежитъ внутри ея (черт. 25),
то интегрировать надо, очевидно, отъ 0 до 2тт, т.-е.

27? Ч .26.

‹з—г_._щ.
›__

2 ‚
0 С

   
 

если же полюсъ—внть кривой
(черт. 26), то надо найти то-
щадъ $1, оъраничвнную далътьй-
шей отъ полюса частью АВО
кривой, и площадь 82, ограничен-
ную ближайшей ея частъю АВО,
 Ъ

, и взять разность 81—82. При этомъ, вычисляя 8 (въ первомъ
случай), 81 и 82 (во второмъ),должно соблюдать вышеупомянутыя
предосторожности.
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135. Прим. 1. Найти площадь эллгттическто “сектора.

(черт. 27), вершина которазо— въ фокусэъ кривой, @ одинъ изд
боковыж радіусовз-векторовзидетв т; ближайшей ея вершить.

Черт. 27. 
Принимая этотъ Фокусъ за полюсъ, & большую'ось—за

полярнунз, выразимъ, какъ извізстно, эллипсъ ур-ніемъ:

 
1_1+есовф Гёв—УаЗ—ЬЗ __ЬЗ‚_ 20

›д ——а—’Р—„’
Ф

ТаКЪ ЧТО 2$]?—2 (1—ъ—е‹:озф)2
0

ФПолагая здёсь {35 = г

1—22 Эдги, спад., соз' =т‚ = 1+223

(1+29)с?г _ 04—22%“получаемъ @=—Р[№—_?Ё№
Въ астрономіи предпочитаютъ снова ввести тригонометриче-

скія ФУНКЦіИ, полагая

и
тёё=г=йіёіт8т

съ условіемъ, что и раствтъ все время влпьстп; 03 ф; уголъф
наз. истинной аномам'е’й, & и—эксцвнтрической аномам'ей
соотвізтствующей точки эллипса.



— 187 —'

Таьъ какъ эта зависимость даетг

(„___ ‘/і+е
- _гіи “, 1+22=1+——

     
1+е и

(1—е)+(1+е)Ь32и
—ес822= 1—е2с052—

и 1+е
и 1—ъ—‹г—і—(1—е)‚г2=(1—і—е)(1—і—$82 )= (‚и

03“?

ТО @= р2і[(()1—е)+1+егЁ9_]с0523.У1+е@:(1—е)(1+е)2 2 1——е2

: 172

2(1—е2)——1/1_е—ЁЁ
[(1 — @) созй—2"+(1 + в) 51112_] ди_

%

__ 2_ и _ 2 2 “ __ -2—_[|:(005%+зіп 2) е(соз_% _віп и)] (ім—
О

и

:Ъ—ЪЁП
—есози)‹іи=— (и — @ зіп и),

О

@=Ё(ъо—езіпи).

ДЛЯ Н3ХОЖД6Н1Я ПЛОЩЗДИ-%3 ПОЛОВИНЫ ЭЛЛПЦСЗ. надо ПОЛОЖИТЬ

ф=п и, сліздч %: тт

что даетъ 00: та?).

136 Прим. 2 Площадъ части перета витка Архимедовои

спирали (черт. 28):
т=аф 

равна № 014»416,233:  “2ф__о_3 ”'03
6 :Ъ?
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т.-е. эта площадь про—

порш'оналъна кубу долготы

Ъ шт кубу радіуСа - вектора
конца душ.

 
При фо = 21$, полу-

чаемъ‚ что площадь перета
витка

 
4 тт 7:32

01: Ё'ТЁ302: Ё(2ТССЪ)°= ТЭ
гдё В—радіусъ векторъ, отвъчающій ф: 2тг.

Прим. 3. Площадь части (16+ 1)’@0 витка гиперболичесной
спирали (черт. 29):

.2.Черт 9 ?=“ 
равна

Ф1

@:% [(ТА—2 _ Тзінч) ($46

Фо .    @
ГД'Ё Т/с

:
2701г + ф’_ а .„**-1 __ 2(іс+1)7г+ф7

слід,
Ф

__ (1,2
1

(№ фф

}
_9"? {[2ігтс+ф]2_[2(йс+1)п+ф]2 -—

ЧО

% Ф1
__ а2‘ 1 1

___02‘
1 __ТЁН— 2ісп+ф+2(д:+1)7с+ф}_ “ (2ісп+ф) [2 (76+1)тс+ф]_

О 0 1 1: ““2{[зкк+фо] [205+„„ фо]
_

[гкп+ф11[2ис+1>п+ф1]}'

Полагая №0: 0, ф1= %, найдемъ пл'ощадь 9]:+1 всего
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(!$ + 1)’го виі‘ка:

1 1 @2

@…=тя2„ .
— ‘}=_.—.—;п.2(1.‚+1)тг 2(1с+1)т:.2(1с+2)тг 2піс(/ь+1)(іъ+2) 

_ а2 __ а?напр., @°_Ж’ 03—4—5373, и т. д.

Прим. 4. Найти площадь круга радіуса В, центра которжо
(черт. 30) лежитъ на полярной оси въ разстояніи @ отъ полюса,

при чемъ @ > В.
Изъ чертежа имёемъ, что

Черт. 30.  
%: ОБ+БВ= асозф+УВ2—а2$іп2ф

_
Ц 71:0В—А02а005ф_1/№7

фо 2_ 2
фо

деды., @:[Ч4Ф=[№дф:
_фО _фо

Фо Фо: 20 [ 005 4; 1/32 —— №9112 _ф сіф = 4а‚ [ 1/32— № він2 @ сов фаф.
__фо 0

Для нахожденія этого интеграла„ положимъ:

азіпф=Взіпш и, ели., асовфсіф=Всоэшсіщ
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шо то
тогда получимъ: @ = 4 [ В 005 0) . В сов шсіш: 4В2УСО82 шсіш:

0 0: 2Е2[(1+соз Эш) сіш =ВЗ] [2ш—і—5і112ш]=ВЗ(2ш0+$іп2000).
0 0

Но уголъ фо опредч'вляется условіемъ ти: 71, которое даетъ;

что а сов “Ро +71??— а2 зіп2'1м0=_а‚соз “%*—УВ2— съ? він2 фо

и счёл НЁ— авэіп-‘дф : О откуда зіпф =Ё›?
° " О 7 О (6

. (с зіп фо тт:& потому $111 шо =Т = 1, т.—е. шо: ?;
3начптъ, @= 1%?[2—‘2—

+ зіп (2іл : 7:32.

МП. Длина дуги кривой линіи.

137. Въ «Приложеніп дИФФеренціальнаго исчисле'нія къ
геометріи» выводится, что для дуги 0' кривой имёемъ: 

сіо': :*: Уаз? + ау” + 0352 = 1— Уст+ 72 №92 + тя зіп2 сраіф“, 
гдіз а:, у, д—Декартовы координаты, и 9”, ф и ср—полярньш‚
при чемъ ф—долгота, & ср—дополненіе широты.

Отсюда

{1

ст—— +[1/сіт2—і—сгу2 +аг2=+5127№2+т2сі30+7Взіпясрсіф‘д,
3 10 ‚О

 
гдё череза # обогначена переминная, считаемая при интегриро-
ват'и за независимую, @ #0 и г, — ея значенг'я, отвтщющэ'яна—
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чашу и концу душ. При этомъ знать переда корнемъ надо всегда,

выбирата така, чтобы душ, при уделиченіи аръумента !, либо

все время росла, либо все время убывала, т.-е. чтобы с„ сатра-
няищ одинъ и тата же знака; поэтому, если при н'Ькоторыхъ
значеніяхъаргумента, эта 0'; Шэняетъ свой знакъ, то надо участокъ
интегрированія разбить соотвётственно на части и`для каждой
изъ нихъ вычислить дугу отдъльно.

Если кривая—Цлоская и лежитъ въ плоскостиХОУ‚ то преды-
дущія Формулы упрощаются ; именно —— тогда

сіа: :*: №№+ ау? :: і Усіэд + 7” №.

138. Прим. 1‚ Длина дуги параболы.

И ' ' '
— З _- 0 ‚ дт __ у .зъ ур-нш параоолы. у__ ра: пол; чаемъ:

д—у

__ Ё’
90 ___—_ 3/0

СЛ'ЁД.‚ 6:3‘/%+161у=%_`7у2+23$6іу;0 О

'
г ‚2 _ _“:г__92_‹1у_но

]Ууд—рсіу—уЧ/уЧ—Р [№7472—
_ ———5_ 7—3 в ду„;УуЬгр [79+]? ду+р[7№‚

: __т У ‚ .

——
откуда [уу2+раду:№ Р д(у+1/уи+ря)‚

1310 №
апотому °=Ёі{у—___2

у +79 +]; Цу—і—УуЁ+199»
0

т.-е. о.1190731024192_‘__17г10+1/УО2+79_——_2
217 2 р сс Ёш— 250

или еще =‘/т02+р2°+%2<1/?°+1/7°+1>.
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139. Прим. 2. Длина дуги 0' эллипса.

— $2 3/2 _Ур- ше эллипса 672
+ №

_ 1

Черт. 31.

  
будетъ, очевидно, удовлетворено, если положимъ:

т=а5іп9, 9:60089. ........... (1);

эти выраженія даютъ:

_

№3 :'а, (308 @@@, 613] = —‘ Ъ зіп 9629,

& слізд.‚ для дуги, отсчитываемой отъ вершины В, пмёемъ:

 Ф Ф

'

с = [Уайсозяср + Ьйзіп‘д’фсір _[УаЗ—(ай—тжіпвфдф:
0

!
0

Ф

=а‚ 71—82811126‘96і69,
Ё)

  
такъ что эта душ выражается Лежандровымъ эллиптическимъ

интеграломъ второю рода, при чемъ ясно, что она менъшв от-
вгъчающей тому же ушу ‹? душ що окружностирадіуса @.

Такъ какъ для эллипса в < 1, то можемъ 71—825іп2ср раз-

вернуть въ рядъ, сазоднщійсятт всякомъ @, & слізд.‚ дорускаю-
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щій его почленное интеързфоват'е; такимъ образомъ получаемъ:

‹ ‘?

а=а (1—евзіп29)*сіср=
0:

Ф
1 . 1 . 1.3 ._ ___‚2 2 __‚4 4 _ в 6 _ „=_аН1 2 с 5111 ср 2.465311 ср 2.4.66 эш

ср ‚...}сіц
О  

:аЦф&? ——62_[він2 срсісо——е4[ $і114
@@@—2

8686Ё$і116
срсігг.—

...}-

Отсюда для дуги % всего эллипса иміземъ:

_ 2: 4У1/1—евзіп2сосйт:
.' 0

КТ!

2
1

614—362
“{Оу

_ __ 1 2 1 1 8 2
2 1 1.3.5 3

2
]Т. е. 00—2ца{1—<_2—8>— 3 (2—48>— _б— <т8>—.…і

Оба найденныхъ ряда, сходятся тізмъ быстрЪе, Ч’ЁМЪ меньше

віпясрсідо———е4[25іц4(%?—. {>ОТК)!”

ЭКСЦВНТРИЦИТЗТ'Ь @ ЭЛЛИПСд.

140.’ Прим. 3. Длина дуги Архимедовой спирали (черт. 28).

Ур-ніе т: аф этой спирали даетъ: сйт: асіф, такъ что

.. фо ‘

о—а_[1/1+фс№—а1{ЧМ1+ф2+%2(ф+1/1+ф9)}7

Т'_е'. Ь=№ё+%2(фо+1/1+фо9)‚
Ц.

' , 13
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14:1. Прим. 4. Длина дуги цинлоиды (черт. 32).

Ур-нія циклоиды: т :: т (0) —— зіп ее), у =_1°(1——005 со)

даютъ: \ сіх=т(1—‹созш)сіш, сіу=тзіпшсіщ
;

Черт. 32.   Х
(1)

такъ что 0' = ?*[1/(1—005 ш)2 + зі_п2ш01ш:
(!.) (1) (О

=ТУ1/1—2созш—і—1сіш: 2т_[5іп(_°7с2ш =4т}(—соз%>‚
о о

'

0

т.-е. о-= 47<1—совЁ—)= 87 зіпяі4

Вся же дуга сто получится при (»: %, такъ что 60 = 893

142. Прим. 5. Длина дуги винтовой линіи.

Эта линія выражается сліздующими ур-ніями:

т=тсозф‚ у=тэіпф‚ г=тщш.ф‚

которыя даютъ:

сігс = ——тзіп фсіф, 0231 = т (305 фсіф, (15 = 9” ’[3 ‹» (Щ),

Фо Фо

такъ-что ‹: = [ 1/72 0241” + # {32 №№?: тзес ш [ аф: №0 560 (0.

0 0-
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МЧ. Величина поверхности тёща вращенія‘

143. Предположимъ, что дуга МОМ нёкоторой кривой т
лежащей въ пл-ти 20Х, выражается ур-ніемъ ш=і`(‚г)‚ въ

которомъ Функція {(г)—
однозначна и непрерывна
на участтъ (50, 2) и 2

Черт. 33.

штата на нема конеч-

ную производную. Впи—

шемъ въ эту дугу ломан-
ную линію

Момдщ. . . .М„М
и заставимъ ихъ обё вра—
щаться вокругъ оси 02;
тогда, дуга МОМ опи—
шетъ Н'Ькоторую криво-

  
линейную пов-сть Б, выражаемую, какъ легко видіть, уравне-
ніемъ

1/552—1—9—Г) ....... ....(1)›
& ломанная линія образуетъ другую пов-сть 8’, вписанную въ
первую и составленную изъ ряда боковъшъ повершностей уст—
ченнытъ конусовъ. Если затёмъ станемъ уменьшать всё стороны

аоманной до нуля (увеличивая, слід… ихъ число до оо), то въ. —

пред'ЁЛ'Ь координаты всёхъ точекъ Пов—сти 8' будутъ, очевидно„
удовлетворять тому же ур——нію (1), т. -.е пов-сть 8’ въ предтьлт
обращается въ пов--стъ 8’. Но, какъ извёстно, обозначая черезъ 80, 8,1‚З„. . . .8’п пов—сти помянутыхъ выше усЁченныхъ
конусов1ъ‚ & черезъ то, 501, %,. . . .в)”, Х абсциссы вершинъ
лОманной, иміземъ:

70:12 іс=п
./_ т ‚ _ шд+шд+1$ _28„_22п—2`.М‚__щ„‚

70:0 °=О
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76:71
а стал., $ =Пред. &' = % Пред. {2№Щ Мдд} ;

76:0 ”

и такъ какъ Функція {(г) предполагается непрерывной, такъ что

__ $1: +тіг+1 _ &тд+1_тд+а„ и, спец., Т_тд—п— 2,

гдтё Пред. (ед): 0,
‘

{В % . _—то, замёняя каждое слагаемое %’*+11[/[‚__211‚і_Н

эквивалентной ему величиной 56,6.А1і03

15:97,

получаемъ: 8: 2тт Пред. {? двд. Ад 0'} ‚];) Адс....0

51

т.-е. 8: %Ужіш
0'0 

144. Прим. 1. Поверхность продолговатаго эллипсоида враще-
нія, т.—е. полученнаго
отъ вращенія эллипсаЧерт. 84.

че т. 342 ( р )

В `

а:? _
2/\ г+%=1

': ЪА
О и

А Х `

вокругъ его большойкд/ бси А’А.
В' Ур—ніе этого эл-

липса даетъ
 

Ьаяіэс
1)

2 = _ 1/02 _ $2, откуда ($2 = '—:“
- а Уа? — $2
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2 2 1 4__ 2 2 2 2и‚слт‘зд., сіа=‘/1+Ь_$сіш=—‘/Щсіш=а2 (а,2 — 002) (о а? — $2

1 (14—02%? а2—62 а:?
›—- Ё “__“2_ $2

(250: у—ЦЁ__ $2 61$,

& ПОТОМУ, обозначая ВСЮ ПОВ-СТЬ черезъ 81, ИМ'ЁеМ'Ь:

“ (С ' “
ь —— 2_ 2 2 —

81: 2тсугсіс=2тт_[—Уа2—ссв‘/а2—е;ссіт=4тт—2} Уа2—62ш201%а а _5С2_а о_а__ __`—__ _02ш22 2 В _ 2 2 2 __ _[Уа —ешсіш_ш1/а ——еаз у—а2_е2ш2сіэс-___ сд—с'дшЁ—аЗ
=туа2—82Ю2—[___—_—Сі$=1/612—е20с2

дас

=шУаг—еЗтЗ—[Уаз—е2ш262ш+а2]Ё,
1/а2—62ш2

901/02 —— ’2 {7:2 “2 ' “В .откуда, ] уа2_ да ‚62 6100—___°_+ @ Агсзш 76 + О, 
 

а
1) ‚'ы/а? — в? :с2 а2

‚
. схеды., 81 = 4х7 { 2 +

2—е
Агсзш Е}?

0

2 Агсзіп ет.—е. 81:2тс?) +27ы-аЬ—с—

145. Прим. 2. Пов-сть 82 сжатаго эллипсоида вращенія, т.—е‚
. . $2 2

полученнагоотъ вращешя эллипса (черт. 34) $ + % = 1 вонругъ
малой оси В’В.

Въ этомъ случай; 93 = 3 1/1)”— 22 и сіт = —3$,
6 Ь1/Ь2 — 22

& еды.,

(12*Я и2 22 + 134 — 112
8261

Ь4+ с2 22
ас=‘/52Т—Ь_щ+1№=—1/:_32 №=_Ъ/ь2____22№



——198——

такъ что

6 ь Ъ

82:2т[а;`сіс=2т[%1/Ь4+сзг2сіг=%2611…+09 226$
__ь _ь о— —— 2 2и такъ какъ [1/64—1—0229сіе==51/Ь4—і—0222— ёё?:

1/Ь4—і—02 г? __, 1,4 2 2_ 4

:ЯУЬ4+С‘22—у—+тсг_ь (12:
1/Ь4—п—0222

=2764+с2г2'—[1/Ь4 +0922сіг+64уу№2С 22+Ь4УГ2 2 м —.——гвсіг=Щ [{сг—і—Ус‘ггз—п—Щ,

  
@. 2 _откуда [1/6 + с

2 +
20

Ъ _
4па : 1/04+ с2 22 134 тто 82=Ё {Т+2—с[(сг+1/сг+ія)}‚

0

152 ‚т.-е. 2: 27'са2—1—2тс71а—;—с_

$? Объемы тЪлъ, у которыхъ площади параллель-
ныхъ отченій суть ИЗВЪстныя функціи ихъ разетоянін

до одного изъ нихъ.

146. Положимъ, что имёемъ нёкоторую непрерывную по—

верхность 8 (черт. 35), съчевія коей пл-стями, параллельными
Н'Ькоторой данной пл-сти Р, представляютъ кривыя сомкнутыя,
при чемъ величина Од площади, ограниченной подобною кривой,
извЪстна намъ, кат; фунгщія разстоннія 7% ея плоскости до
пл—сти Р. Разсмотримъ объемъ Ад, @, ограниченный данной по-
верхностью $ и двумя смежными изъ такихъ с'Ьченій, напр.,
% и 01:44; построимъ межлу этими же пл-ми три цилиндра:
одинъ — Ад ”вн., каждая образующая коего имізетъ общія точки
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съ боковой пов-стью объема А,: 1), но не иміетъ ни одной точки
вні; этого объема; другой—АЁинд… каждая образующая коего
тоже имізетъ общія точки
съ боковой пов-стью объема
АКФ, но не имъетъ точекъ
внутри его; и третій—Ад00 ,

пм'Ьющій основаніемъ пло-
щадь 91.5 тогда ясно; что

Ад ’двн. < Ад.?) < Ад- ”нар.
И

Ад’днар.> 131590> Адувн-э

& слізд.‚

Черт. 85.

А]; 1’на. _Ад 17 < А]; ”вар.
А]; „нар, А]; ‚00 А]; ?;ВН.

  
Но по предположевію

пов-сть тп'вла непрерывна;
значитъ, при безк.—маломъ

разстояніи А,]; пл-стей січ-
ченій (2,6 и %+1, площади основаній цилиндровъ Айша и Адинар
будутъ различаться тоже на величину безк.-малую и, слізд.‚

    А ‚дви А-ЁПе_( " ) = _ АТН…) :р д
Ак1’нар-Ад7ъ....0

1 и Пред (Адм…. Ади,...о 1’

А '” А 9;
а “от…” & ПРед-(А—Ыд„ь....о<1 “› еды., Пред_(г‚і‘„о>= 1›

т.-е. безк.-малыв объемы Ад?) % Ад. 110 эквивалентны друид друзу.
Поэтому для объема @, заключеннаго между пл—ми, проведенными
параллельно пл-сти Р въ разстояніяхъ 720 и Н отъ нея, имЪемъ:

” = ПРед' {2 Ак 0}Адь....0
: Пред' {2 ^*”°}Аиъ--——0=

= Пред.{2 $:; А!: 72}Ад7ъ.…0’
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Н

т.-е. ?) = [ 86%.
до 

Зам’вчаніе. Предыдущее разсужденіе не причёнимо въ слу-
.

чай;, когда часть самой пов-сти 8 тъла образуется частью плос—
кости Р‚параллельной пл сти Р; но тогда можно разбить объемъ
?) этой пл——стью Р на… дві; части, къ каждой изъ коихъ преды—
дущее разсуЖденіе ужё примінимо, & потому

Ь, Н
?)

=_[8'сі72—1—[5'сі72
;&0 71:

Н
т.-е. опять ?) = [ Бет.

710

147. Прим. 1. Объемъ У эллипсоидаіс—3—1— 2]: +Ё— =1. 
Проводя пл—сть Р параллельно ХОУ въ разстоявіи ‚г отъ

нея, мы въ сізченіи получимъ, какъ извізстно, эллипсъ, ур—ніе
котораго будетъ   “,С—:

у—2 1— 32—02—22 или 332 + 3/2 —-—1'(3—2
:

02
_

02 а2 (02 _ 22) 62 (с? __ 22) _—
7

02 02

@ 1/с2— 22
Ь:

6 1/02— 22&, ___—.!
ЗНБЪЧИТ’Ь, ЭГО ПОЛУОСИ р&ВНЫ: @ =

с
_

с ‚

02 __ 22)! / тгаЪ(
почему его площадь @ = на Ь :__

02 7

с ‹

ь _ ?) з 4и, сл'Ёд., У=—М
05](02—29)сёг=°С—2—

”"
Кс" г—%> шдпадс.

—-с  
Для продолговатаго эллипсоида вращенія, полагая 0:7), по-



'
СС › @

12:211' Ур—аужіш=2тгУт №
0 0

— 201 ——

лучаемъ

71 = % тат;

& ДЛЯ сжатаго, полагая С: @, НдХОДИМЪ

4 2 .
72237111 6,

значитъ, объема сжатию эллипсоида больше объемарастянутазо
при одинаковышъ полуосяж.

7

148. Прим. 2. Объемъ сегмента эллиптическаго параболоида:

у2 ;? _
3; +Ё —— 251% Черт. зв.

. . 2
ограниченный пл-стъю

 
27:06. 

СЪченіе пов-сти плос-
костью, параллельной 1/02
и проведенной отъ нея въ

  разстояніп 50, есть эллипсъ у
Ё 52 3,2 22 _
р
+

а
=2ш ИЛИ 2рп+2аас_1’

полуоси коего равны: Ь : 7219—х и с: Утро,

&. площадь @ : 27: 755%;

поэтому

—=Етс`1/р_осоП/Чаа;тП/2—рос- 7291'ЁЗ
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но если 60 и_сО—полуоси основанія @0 разсматриваемаго объема @,

то 60 = 72190: и со: 72909

‘ _ пЪО 00 а _ 0004& слід, „__—Т_Т,
Т.-е. 06381315 СВЪМВНИИЪ эллиптическшо параболоидаравенъ поло—
6’2ЬНТЬ объема цилиндрщ %МТЬЮЩСИО то же ОСНОБ'СЪНіб % ’”?‚у же
высоту.

149. Объемы т’влъ вращенія.

Задача 0 нахождевіи объема какого-либо тгъла вращвнъ'я
представляетъ, очевидно, частный случай задачи № 146—го.

Именно, предположимъ, что (черт. 33) кривая опыт: {(в)
непрерывна, при чемъ функція [(г) — однозначна; вращаясь
вокругъ 02, эт кривая опишетъ Н'Ькоторую пов—сть вращенія,
при чемъ, какъ извізстно, всі: с'ізченія ея пл—ми, перпендикуляр-
ными къ оси вращенія, представляютъ круги, центры коихъ
лежатъ на этой оси. СЛ'ЁД., если обозначимъ черезъ аз абсциссу
точки М пересёченія такой пл-сти съ образующей кривой о, то
площадь соотвётствующаго січенія будетъ равна то?, а потому
объемъ 1) полученнаго т'Ьла вращенія, заключенный между плос-
костями, проведенными параллельно ХОУ въ разстояніяхъ го и
2, опредёлится уравненіемъ:

150. Прим. Объемъ кольца, образованнаго вращеніемъ эллипса

вокругъ прямой, параллельной его оси.
\

Если ось ОХ проведемъ черезъ центръ эллипса и абсциссу
этого центра обозначимъ черезъ ос, при чемъ считаемъ ц> @,
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то ур-ніе эллипса въ пл-сти ИОХ будетъ: (50—002 г2_

“2 +д— 1,
‘.

откуда, аэ’: ос—%1/Ь2-—22‚ ас" :о: +%1/Ь2—22;

Черт. 37.

И              
   

 

/‚/ ‚си 
и такъ какъ искомый объемъ есть, очевидно, разность 06ъемовъ,

{’ _ о ‹:
образованныхъ вращешемъ вокруг'ь оси 02 правои п Л'ЁВОИ по-
ловинъ эллипса, то, значитъ,   Ъ Ъ Ь

?} : “[ ($”2 — №) 022 = 2п [ (ад" + ш') ($" -—— вс,) (22 = 87?“ [ УЖ—г”сіг=
_ь о 0

Ъ

8пош г 1/62 —— 22 № . г тс— Т {—2—+? Агсзшг} _ 4111100073
= …аЬ-Зпос,

 

0

т.-е. искомый объема равенъ площади самшо эллипса, умножен—
ной на длину окружности, описанной вао центромъ.



Прибавленіе.

1. Какъ было упомянуто еще въ 1—ой части, интегралъкакой
либо Функціи лишь въ исключительныхъслучаяхъвыражаетсяко-
нечной совокупностьюфункцій амебрическит, показателънътг‚
лозариемическит, тртонометрическишъ и круговыж, чаще же
представляете нткоторую новую функцію, свойства которой и
надо изучить на основаніи свойствъ ея производной, т.—е. свойствъ
подъинтегральной Функціи. Чтобы показать, какъ это дёлается,
разсмотримъ два` простізйшихъ примёра—именно, предполо-
жимъ, что намъ извэъстны лишь амебричест'я функціи, и изу-
чимъ ФУНКЦіИ, опредёляемыя интегралами “ -

ога: да:
а: 1 + ас?

2.1]? 
Чтобы исключить постоянную произвольную, разсмотримъ

вм'ізсто неопредёленнаго интегралаь—опред'іёленный, именно, по-
ЛОЖИМЪ.'

%

1)(т)= “%…… ............ (1)
1

Здёсь нижній предёлъ выбранъ по произволу —- только нуль
и числа меньшія его брать нельзя, такъ какъ при :::.—: О п0дъ—
интегральная ФУНКЦіЯ 7 обращается въ оо.
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эс а:
даа диИтакъ, ]; (а;): [ _; = [ Е

1 1

3/ у_ ду __ №;и точно такъ же [,(у) _ [? —[Т7
1 1

$ 9 14:00,
?):уади (11) ди ?;сл*Ёд.‚ Ъ(.’Б)+Е(у)= 2‘__|_ Т:.[(Ё+Ъ—>:

1 1 и=1,1;=1

ии=асу ии=эсу
одич— шіп _ Щит _—.[ ио —_[ …; __Ъфэу)

и0=1 шу=1

Такимъ образомъ получили фуннціональное ур-ніе, опредгъ-
ляющее функцію Ь(т)‚ именно:

[@@/),: 13(т)+13(у) ............. (2 
Обозначимъ теперь черезъ Е ФУНКЦіЮ, обратную Функціи [„

такъ что если 1)(а:)=Е‚ то а:: Е (2); тогда, полагая еще

Шу) =п И Е(ту)=9‚

получаемъ: Е (73) = % Е (9): ту: Е(Ё) ЕСО);

' и такъ какъ на, основаніи (2) имёемъ, что

а = Е + 71,

то, слізд.‚ Е(Е + 73): Е(Е) Е(п). 
Эго равенство представляетъ такъ наз. формулу сложенія

Функціи Е; изъ него выводимъ, что

Е(ё+п+`<)=Е[(Ё+п)+С]=Е(Е+п)Е©=Е(Е)Е(И)Е(С)‚
И Т. Д.,
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& СЛ'ЁД.‚ Е(Е+-/1—|—`С+. . . .Ж)=Е(Ё_)Е(п). . . . Е(1),

откуда„ полагая 2:71:52. . . .:Ж: 1

и считая, что число этихъ величинъ есть %, получаемъ:

Е (ИЕ): [Е@]"-

Полагая зд'Ьсь Е: 1 и Е ( 1): @,

гдіз, очевидно, и — нтьноторое постоянное число, получаемъ

Е(т : [Е(1)]"=а";

& полагая Е: %, гдчё т—цічлое,

имёемъ Е(и . $) = [Е(%{>:|п>т

что при %: т Даетъ: Е(1): [Е<%Лт›

  

откуда Е („%> = а” ,

1 п
1 " 3 „Т& еды., Е(Ё): [Е(Ё)] : (@ )": а ........ (З).

33

Но ур-ніе Е: Е (35) = [% даетъ: Е’т: 17$ (сс): %
1

и, еды., Е’Е @ =
50%

_
5,1“:
: аз: Е(Е.) .......... (4),

откуда, слёдуетъ, что функція Е(Ё), кат; имтьющая конечную
производную, непрерывна; & такъ какъ и ФУНКЦіЯ аЕ—непре-

12рывна, то, подводя % въ (3) къ предёлу Е, получаемъ:

Е(Е)=а‘3; ' 
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такимъ образомъ Е(Ё) есть ни что иное, кста показательная
фунція ад; прп этомъ всі; ея свойства можно изучить, исходя
все пзъ того же ур-нія (1). ДёйствШельно, во-первыхъ, по
самому условію всегда

Е ‹2) > 0.

Во-вторыхъ, изъ (4) слЪдуетъ, что и Е(Ё) > 0, т.-е. Е(Ё)
растетъ вмтзстіз съ 2; & такъ какъ при 56:1 изъ (1) получаемъ, что

а…

то, еды., обратно Е(0)= 1.

Въ третьихъ, изъ (4) вытекаетъ, что

Е‹Е›=Е’(2)=Е”‹Е›=. . . .

и, еды., Е(О)=Е’(0)=Е”(О)=. . . .: 1,

а, потому по Формуліз Маклорена пміземъ, что

?: Ё2 _Е(Ё):1+%+1—2‘+П—З+ ......... (0),

при чемъ обыкновепньшъ способомъ убъдимся, что это разло-
женіе существуетъ при всякомъ Е.  Наконецъ, такъ какъ 1/(1 + гс): ‚14—00

то по правилу Ь’Нозрі’са1е’я:

пред. [ШЗ = Пред. Ша +т>1„.…о= 1,а,

1 1

& ПОТОМУ Пред. {(1+Ю)Т$т.…0:Пред. {[аЪ(1+Ю)]Ё}т....о:
1‚(1+:с): Пред. {@

”‘
} ____О= Пред. {Е[Щ1Т+ш)]}т№о = Е(1),

Ю
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-е Е (1) — е, ГД’Ё в— Неперово число, при чемъ изъ _(5) вы-
водимъ еще, что ,

8—1+-1—+—1-+#+_
1 1.2 1.2.3 "'

Ш

3. П. Положимъ еще Аг (ос) = [1—33 ............. (6).
О 

Тогда, во—первыхъ, очевидно АНО) = О . . . ......... (7).

0? у
Во-вторыхъ, Айси): ГТЁСМ Аду)=…

О 0

 
1 +19,

и, СЛ'ЁД.‚

%
а

у
@ “:т’52у &

о о
1 + и? 1 + 7:2

_
и=0‚ 0:0

“2113, {)# 16:37, 0:3;_ [(1
+172)‹1и+(1+и2) ди __ (1—ш›+ш›+'02) ди+(1—ш;+ш:+и2)&—

_ (1 + и?) (1 + 1:2)
_ 1+и2 +с2+и213—2141) +0…)

20:0, 17:0 и=0‚0:0
и::ус, @= и=гс‚ 0:3]__ [(1—шл)

(сіи+сіп)+(и+о)(шіи+шіэ)
"

(1—ъш)сі(и+и)+(и+э)(Пт)) __. (1—ии)2+(и+'д)2 :, (1—еш)2+(и+’и)2 _
=0, 0:0 и=0‚ ‚0:0

и=ш‚ @= и=т‚и=у‚(1—ио)‹і(и+®)—(и+ел)‹і(1—ии) 10+?)
(1 — т:)2 __ 1—м)

. и—я—і: ? _ и+® 2,1+ 1+
_ _ 1—шг 1—м;
10:0, 0:0 25:0, 13:0

   
т.-е. Аг(т)+Агі(у)=Аг1Ё_іт% . . . ...... . (8);

такимъ образомъ получили функціоналЬное ур-ніе, опредёляющее
Функцію Адаб).
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Обозначая теперь черезъ Т обратную Функцію‚ такъ что если

Агап): 2, то аз: ДЕ),  и полагая Аб(_у)=т;, Аб<гіт1>=Д
откуда

’

г;: Т…) И 00+; ,

Т(С),

получаем'ь : , Т(С)%‚

и такъ какъ (5) даетъ: : Е + 7),

то имёемъ слЪдующую формулу сложенія Функціи Т:
Т(Ё)+Т(п)

‚": —`.‚д‘ +71)—
1 — Т(Е› ТМ)

Въ третьихъ, такъ какъ Функція АЦш) ИМ'ЁеТЪ конечную1

производную1 2, то она непрерывна; обратная ФУНКЦіЯ Т (2)
"тоже имёетъ производную, именно:     ! ‹; __ [у

1 : 1 : 1 __ 2: 2 ?Т („)—_а); Е,“: шт) Г1 )_ 1 +51: 1+Т (с),
14-482

& шёл., и она, непрерывна.

'Наконецъ такъ какъ всегда ТТЗ))> 0, то Т (`”) растетъ
вмізстіз съ Е ‚откуда„ на основаніи(7), выводимъ, что Т(0)_О и,
слід, по правилу Ь’Нозріта1е’я: „-

Пред- [ТЁЪМО
= Пред- [Т’ (Е)]…: Пред- [171—Т”(Е>]з....о=1›

и точно такъ же

Пред. [А_ііс_—(ш)]ш....о=Пред. [Аг’^(сс)]шп'__оо=Пред (Т_іш2)„“0:1.
4. Введемъ теперь еще дві нрвыхъ Функціи $() и, ОС:),

опредч'зляемыхъ ур-ніями:
_п. ' '

14



8<Е>=—‘—іі———‚ %):—%,У1+Т2(Е)
 

при условіи брать кбрень съ плюсбмъ, и дві; обратвыхъ имъ:

_

А8(у) и Аще),
.

такъ что если ЖЕ) :: 1 и С'(Е) :: г, то Е: А3 (у): Ас(г).

Тогда, во-первыхъ, О(0): 1, 8(0) :0 п Пред. [ЁЁЭЗЬО
: 1, .

Во-вторыхъ, $2(Е)+02(2):1 и Т(Е):Ё%_ 
еВъ третЬихъ, Т (2) + Т ('с)      ? _

Т(:+")) 1—Т(:)1("2)Б(:+п)=‚№::1/1+[/Т№№‚ЁЁ_
1— 'на)Т…т;

__ Т(5)+Т(п) __ Т(Е) +1”… ___ 1/[1—Тіг) Т(Л)12+[Т(Ё)+Т(Тж)]2
_

71+ ТЯ (%)—'- Т2 (71)+Т2(Е) 12 (71)
__

Т(Е)+ ТМ) _ ТЁ)‘ 1 1 ТМ) :
1/[1+Т2(Е)] [1—і—Т2 (п)]

__
1/1-і—Т2(Е)1/1+Т2(тд)

+
1/1+Т2 (Е) 71—1-1904),       т.-е. Е(Е + 71): ШЗ) СМ) + (ЛЕ) БМ);

ТОЧНО такъ ЖВ

Сёч—т== 1, ==
Ъ_Т@Ти) ==

71+Т2(;+п) 1/[1+Т2(Е)][1+Т2И)]: 1 1 ТОЗ) ТИ)
71+Т2(ё)1/1+Т2('4)—1/1+Т2(Е)1/1+12(П)

т.-е. ()(Е +п): 0(Е) 0(п)——'8(Ё)Б(п): 
это —- формулы сложенія функцій $ и О'.

А  Въ четвертыхъ‚ Т (Е)“_ 021;)

‚ ; __ Т<Е>ТЧЕ> _ ПЕ) _ __
И 0 (з)—' [1+Т2(Е)]У1+Т2(Е)__ Т2(;)71/1+-Т

Т 6 №
)
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'
_а в’ №№) 0‹г›1'а=с‹г› Т'№№ @ ‹г›=—1=—Т‹=›в‹  , т.-е. $'(Е)=О(2)‚

откуда по Формуліз Маклорена еще получаемъ:

ЕЗ ‚;58(Е)=Е_ 1. 2.3+ 1. 2.Ё.4.5_'°
' ' "

т :4
.; — __ _`_ ___—`.— __(“““>—"1 1.2 + 1.2.3.4 ° ' ' “›

при чемъ убіздимся, что ряды эти существуютъ при любомъ Е.   
! ! 1 1 1 1 1

Въ ““Ы“? А3 (у)=ёу=щ=щб=№=д_——№„=…_у2
1 1 1 1“С“)Е ?'5—0'‹г› ТБЁ)__71_’_02‹5)__УЁ7Ё°

Накопепъ, если будемъ строить прямоугольные треугольники
ОАМ, катеты коихъ суть ОА: (?(Е) и АМ: 8(Е)‚тто гипоте—

нуза ОМ все время будетъ равна 1 и, слід, опишетъокружность

центра 0. Обозначимъ уголъ АОМ черезъ ср; тогда съ одной

стороны площадь @ соотвізтствующаго сектора ООМ круга

равна, какъ извізстно, %;
&, съ другой — иміемъ

5

@=
{%%/2

— уаг__і
2 [0(2›‹і8‹2>—8‹2›д0‹2›] =

ОК,;

.,";

1

2
_—__

г ‚
а?

1" С

[@ ЁЁЧ'БЧ-дид:ЭИЬЕЗ
0

ощат

т.-е. установили и геометрическій смыслъ величивъ 8 (Е) и 005).

__'—_і—_='‹.____._—___—
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